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RESUMO

Este trabalho apresenta as solucdes dos problemas propostos do livro Tépicos de
Teoria dos Numeros da Colecdo PROFMAT. Ha uma breve discussdo sobre resolugdo
de problemas matemadticos, especialmente nas teorias de George Polya e Terence Tao
que mais contemplam problemas de olimpiada de matematica. De acordo com essas
perpesctivas, e a experiéncia do autor, foram feitas consideragdes sobre os problemas,
incluindo uma categoriza¢do dos problemas em de aplicagéo, olimpiada de matematica
iniciante, olimpiada de matemdtica avancado e problemas tedricos. O ojetivo desta
categorizacdo € auxiliar o leitor no estudo destes problemas de acordo com seu perfil,
possibilitando para cada individuo, desde o professor de matematica até o estudante de

olimpiada de matematica, extrair o maior proveito possivel dos problemas.

Palavras-chave: Teoria dos Numeros, Aritmética, Olimpiada de Matematica, Resolu-
cdo de Problemas, OBM, OBMEP, IMO

Xi






ABSTRACT

This work presents the solutions of the proposed problems of the book Topics in
Number Theory of Colecdo PROFMAT. There is a short discussion about solving math-
ematical problems, especially in the theories of George Polya and Terence Tao that
are more related with math olympiad problems. Considering these perpectives, and
the author’s experience, considerations were made about the problems, including a
categorization of problems in application problems, math olympiad beginner, math
olympiad advanced and theoric problems. The goal of this categorization is to help
the reader on the study of the problems according its profile, enabling each individual,
from the math teacher to the math olympiad student, to extract the best possible benefit

from the problems.

Keywords: Number Theory, Artihmetic, Mathematical Olympiad, Problem Solving,
OBM, OBMEP, IMO
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INTRODUGCAO

Com o crescimento das olimpiadas de matematica, como a OBM e a OBMEP, se torna
cada vez mais necessario ter referéncias confiaveis em portugués para que alunos e
professores possam desenvolver técnicas avangadas em matemadtica e em argumentacgao
matematica. O autor desta dissertacdo enquanto aluno de olimpiadas teve certa dificul-
dade por conta do pouco dominio da lingua inglesa. Entre as quatro grandes areas que
compdem praticamente todas as olimpiadas de matemdtica: Algebra, Combinatéria,
Geometria e Teoria dos Numeros. Como ex-aluno olimpico e treinador de olimpiadas de
matematica por muitos anos, vejo que esta ttlima é a que mais se afasta do conteudo

regular de sala de aula.

Teoria dos Nuimeros € a drea da matematica que estuda os nimeros inteiros e suas
propriedades, como divisibilidade. E uma 4rea muito importante em pesquisa e com
algumas aplicacOes praticas importantes, como criptografia. Os contetidos relacionados
com essa area se afastam bastante dos temas comuns de ensino médio porque os temas

de sala de aula sdo quase sempre por questOes de exames vestibulares.

A proposta da minha dissertacdo consiste principalmente em produzir e organizar
as solucoes dos 274 problemas propostos do livro Tépicos de Teoria dos Numeros da
colecdo PROFMAT. Os autores desse livro sdo matematicos profissionais e possuem
uma forte relacdo com olimpiada de matmadtica conquistando medalhas na IMO como
estudantes e hoje trabalhando na comissido nacional de olimpiadas de matematica.
Como os demais livros dessa cole¢do esse livro existe para auxiliar o ensino da disciplina
Teoria dos Numeros nas turmas do PROFMAT de todo o Brasil. Ele é uma rica referéncia
tedrica e conta problemas que vao desde aplicacdes imediatas das técnicas apresentadas

até problemas que fizeram parte da Olimpiada Internacional de Matematica (IMO).
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Dessa forma, esse trabalho se diferencia dos anteriores pela profundidade e abrangéncia

dos temas tratados.

A Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Ptblicas (Obmep) é um tema
bem frequente nos trabalhos do Profmat, no banco de dados das dissertacoes, o termo
"Obmep"aparece 38 vezes e o termo "Olimpiada"ocorre 24 vezes, muito embora existam

algumas interseccoes nas procuras desses termos.

Trabalhos sobre Olimpiada e Aritmética, ou Teoria dos Numeros, ocorrem trés vezes
no repositdrio de dissertagcdes do Profmat, sendo que em um dos trabalhos (De MORAES,
2018) o enfoque sdo os erros cometidos pelos alunos da regido do autor, os outros
dois trabalhos (SOUZA, 2013; PEREIRA, 2016) abordam os problemas da Obmep que
envolvem Aritmética. Pereira (2016) inclusive pontua que um dos motivos de escolher
essa area foi a falta de material. O autor deste trabalho compartilha dessa opinido.
Existem ainda dissertacdes dedicadas a sequéncia didética de aulas de olimpiada de
matematica, algumas envolvem uma parte bem consideravel de Teoria dos Numeros
como De Castro (2013). Badaré (2017) desenvolveu um roteiro de treinamento, com
lista de competicGes que os alunos podem participar, além de livros sugeridos e exerci-

cios de treinamento para os alunos e professores.

A Obmep também foi utilizada como pauta de pesquisa em ambito de politicas
publicas. Como ela é uma competicdo em larga escala, aplicada em quase todos os
municipios brasileiros, é possivel encontrar algumas associacoes relativas aos resultados
dos alunos e colégios com avaliacOes nacionais em larga escala. Biondi, Vasconcellos e
Menezes-Filho (2015) encontraram estimativas para encontrar o impacto que alunos
premiados na Obmep exerciam no escore da Prova Brasil de seu préprio colégio. O que

os pesquisadores encontraram, na avaliacdo de 2007, foi que

"A OBMEP tem um efeito positivo e estatisticamente significativo de 2,14
pontos na pontuacdo média de matemadtica dos alunos do 9° ano de escolas
na Prova Brasil. Esse impacto aumenta a medida que aumenta o nimero de
vezes que a escola participa do programa e é maior nos percentuais de pon-
tuacdo mais alta do aluno. A andlise do retorno econémico também trouxe
resultados positivos, mostrando que a OBMEP, ao melhorar a qualidade

da educacéo escolar publica no pais, gerard ganhos futuros em termos de
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rendimentos dos participantes."(Biondi, Vasconcellos, Menezes-Filho, 2015,
p.14)

Os frutos gerados pelas geracoes de competidores olimpicos de diversas dreas do
conhecimento podem (e devem) ser quantificados, para que se tenha a dimensao da
importancia que as olimpiadas possuem e colocd-las na agenda politica como uma
atividade prioritaria de investimento. Um estudo de 2010 conduzido por Campbell
e Verna atenta para o fato dessas competicoes académicas servirem os interesses de
Estado.

Nesse estudo, verificou-se a carreira e as producoes de 345 ex competidores olimpicos,
e as descobertas revelam que 52% desses sujeitos de pesquisa possuiam o titulo de
doutor, e que em conjunto eles produziram mais de 8000 artigos, alguns de bastante

impacto. (Campbell, Verna, 2010).

Especificamente em matemdtica, uma publicacido que precedeu esse ultimo trabalho,
foi realizada individualmente por Campbell (1997). Dos sujeitos de pesquisa, que
sdo ex alunos olimpicos de matematica, "42% obtiveram doutorado (...) mais um
adicional de 13% que estdo em conclusao (...). Em termos de produtividade, esses ex
olimpicos sdo responsaveis pela publicacio de 15 livros (...), 274 artigos académicos e
15 patentes."(CAMPBELL, 1997).

Além das resolucoes dos problemas esse trabalho conta técnicas para resolucdo de
problemas, categorizacdes dos problemas segundo o autor e algumas sugestoes de
estudos baseadas nos problemas e nos tipos de leitores segundo o autor. Esperamos que
esse trabalho possa auxiliar professores licenciandos em matemadtica e jovens estudantes
a tomarem gosto e se desenvolverem em olimpiadas de matematica, ampliando seus
horizontes e contribuindo para uma base sélida na formacao de futuros profissionais do

pais.






BASE TEORICA EM RESOLUCAO DE
PROBLEMAS

A base tedrica em Teoria dos Numeros estd no livro Tépicos de Teoria dos Numeros da
Colecdo do PROFMAT 12 edicdo 2012. Neste trabalho trataremos mais profundamente
o uso dos resultados desse livro na resolucdo dos problemas propostos do mesmo. A
seguir, serdo apresentadas algumas teorias e perspectivas em resolucdo de problemas
em matemadtica. A primeira de Polya trata resolucdo de problemas de matemdtica em

geral e a tltima de Terence Tao se concentra em problemas de olimpiada de matematica.

2.1 RESOLUGAO DE PROBLEMAS SEGUNDO POLYA

Em 1945, George Polya publicou o livro "A Arte de Resolver Problemas"(How To
Solve It), que rapidamente se tornou sua publicacdo mais aclamada. Ele vendeu mais
de um milh&o de cépias e foi traduzido em 17 idiomas. Neste livro, ele identifica quatro

principios basicos de solucdo de problemas.

Primeiro Principio de Polya: Entenda o problema

"O que é desconhecido? Quais sdo os dados? Quais sdo as condi¢Oes? E possivel
satisfazer as condicoes? A condicdo € suficiente para determinar o que é pedido? E

insuficiente, ou redundante, ou contraditério?"(POLYA, 1956, p.xvi)

Isso parece tdo ébvio que muitas vezes nem sequer é mencionado, mas os estudantes

sdo muitas vezes frustrados em seus esfor¢os para resolver problemas simplesmente
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porque eles ndo o compreendem completamente, ou mesmo em parte. Polya ensinou

professores a fazer perguntas aos alunos, tais como:

e Vocé entende todas as palavras usadas para indicar o problema?

O que é pedido para encontrar ou mostrar?

Vocé pode explanar o problema com suas préprias palavras?

e Vocé consegue pensar em uma figura ou diagrama que possa ajuda-lo a entender

problema?

Existem informacgdes suficientes para que vocé possa encontrar uma solucao?

Segundo Principio de Polya: Elabore um plano

"Vocé ja viu algo assim antes? Ou vocé ja viu o mesmo problema de um modo ligeira-
mente diferente? Vocé conhece um problema relacionado? Existe algum teorema que

pode ser 1til? (...) E possivel reescrever o problema de outro jeito?"(POLYA, 1956, p.xvi)

Polya menciona que existem muitas maneiras razoaveis de resolver problemas. A
habilidade de escolher uma estratégia apropriada é melhor aprendida resolvendo-se
muitos problemas. Vocé encontrard uma estratégia cada vez mais facil. Uma lista

parcial de estratégias € a seguinte, também conhecida como a heuristica de Polya:

e Adivinhar e verificar

e Procurar um padrédo

e Fazer uma lista ordenada

e Desenhar uma imagem

e Eliminar possibilidades

e Resolver um problema mais simples
e Usar simetria

e Usar um modelo

e Considerar casos especiais

e Trabalhar para tras
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Usar raciocinio direto

e Usar uma férmula

Resolver uma equacéo

Ser engenhoso

Terceiro Principio de Polya: Concretize o plano
"Carregue o seu plano de solucdo, conferir cada passo. Vocé consegue ter clareza
que os passos estdo certos? Vocé consegue provar 0s passos que precisam ser prova-
dos?"(POLYA, 1956, p.xvii)

Este passo é geralmente mais facil do que planejar o plano. Em geral, tudo que vocé
precisa é de cuidado e paciéncia, dado que vocé tem as habilidades necessarias. Persista
com o plano que vocé escolheu. Se continuar a ndo funcionar, descarte-o e escolha

outro. Nao se engane, é assim que a matematica € feita, até mesmo por profissionais.

Quarto Principio de Polya: Olhe para tras

"Vocé consegue conferir o resultado? Vocé consegue conferir o argumento? Vocé
consegue chegar no resultado de modo diferente? (...) Vocé consegue usar o resultado,

ou o método, em outro problema?"(POLYA, 1956, p.xvii)

Polya menciona que muito pode ser ganho ao refletir e analisar o que vocé fez, o que
funcionou e o que ndo funcionou. Fazendo isso, vocé podera prever qual estratégia usar

para resolver problemas futuros.

E relevante mencionar que George Polya nasceu na Hungria e foi um matematico de
carreira, trabalhando em diversas areas como andlise combinatdria, teoria dos numeros,
analise e probabilidade. A primeira edicdo do livro "A Arte de Resolver Problemas"data
de 1945, quando tinha entdo 57 anos. Seu trabalho entdo compartilha a expertise de

um profissional em pesquisa matemadtica sobre a resolucdo de problemas.

O roteiro de Polya tem a versatilidade de se aplicar a problemas de pesquisa ou de
livros didaticos, como por exemplo de calculo. A primeira olimpiada de matemdtica que

se tem noticia nasceu exatamente no pais de origem de Polya, na Hungria, em 1894,

7
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portanto os quatro principios também podem contemplar olimpiadas de matematica,

uma vez que elas ja tinham surgido e tiveram um longo tempo para desenvolvimento.

2.2 RESOLUGAO DE PROBLEMAS SEGUNDO SCHOENFELD

Uma estrutura mais recente que também versa sobre resolucdo de problemas foi pro-
posta por Alan Schoenfeld, em 1985, em seu livro "Mathematical Problem Solving", que
ndo possui tradugdo para o portugués. O objeto de estudo de Schoenfeld foram alunos
do inicio do curso de matematica e seu desenvolvimento em geometria euclidiana, uma
vez que a maioria deles estava hd algum tempo sem contato com problemas nessa area

do conhecimento.

O panorama desenvolvido por Schoenfeld envolve também quatro categorias, que

estdo a seguir juntamente com as considera¢des do autor.

Primeira Categoria: Recursos

"O conhecimento matematico possuido pelo individuo que pode ser emprestado para

lidar com um problema"(SCHOENFELD, 1985, p.15). Nessa categoria se encontram:

Intuicdo e conhecimento informal em relacdo ao campo

Fatos

Procedimentos de algoritmo

Procedimentos de rotina

Entendimentos sobre as regras acordadas para trabalhar no dominio

Segunda Categoria: Heuristica

"Técnicas e estratégias para se fazer progresso em problemas ndo familiares e nao
convencionais; Regras de ouro para resolucio efetiva de problemas"(SCHOENFELD,

1985, p.15), na qual se incluem:
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Desenhar figuras e adotar notacdo adequada

Explorar problemas relacionados

Reformular problemas, trabalhar de trds para frente

e Testar e verificar procedimentos

Terceira Categoria: Controle

"Discussbes globais com respeito a selecdo e implementacdo de recursos e estraté-
gias"(SCHOENFELD, 1985, p.15). Aqui se envolve

Planejamento
e Monitoramento e avaliacdo

Tomar decisoes

Atitudes conscientes de metacognicao

Quarta Categoria: Sistemas de Crenca

"O ponto de vista matematico do sujeito, o conjunto de determinantes do comporta-
mento do individuo, ndo necessariamente de modo consciente"(SCHOENFELD, 1985,
p.15).

2.3 PROBLEMAS DE OLIMPIADA DE MATEMATICA E TERENCE TAO

Especificamente em olimpiadas de matemadtica, é possivel encontrar alguns trabalhos
sobre técnicas de resolucdo de problemas e consideragdes sobre tipos de problemas e
estratégias. Cheung (1992) utiliza os panoramas de Polya e Schoenfeld na discussdo de
problemas de olimpiada de matematica que envolvem teoria dos nimeros, combinatéria

e algebra, que sdo os campos nao contemplados pela pesquisa de Schoenfeld.

Apds a imersdo nos problemas e na meta andlise sobre o desenvolvimento das resolu-
¢Oes levaram Cheung a concluir que "para problemas em nivel olimpico, enquanto a

heuristica proposta por Polya é 1til para analisar problemas e explorar solucdes factiveis,
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a maioria das estratégias eficazes sdo as "topic-oriented"(CHEUNG, 1992, p.97), em
outras palavras, encontrar algum problema do mesmo tépico que se ajusta em partes,

ou possui elementos parecidos, parece surtir mais efeito.

Terence Tao, um dos maiores fend6menos no universo das olimpiadas de matematica,
escreveu um livro sobre estratégias de resolugdo de problemas sob uma perspectiva
pessoal. Em "Solving Mathematical Problems", Tao referencia diretamente o trabalho
de Polya, além de transcender as técnicas de resolucdo de problemas, em especial
por ser um pesquisador de matematica com um histérico olimpico em matematica,
suas perspectivas em problemas possuem o viés de problemas dificeis e competicoes

acirradas. A classificacdo de Tao (2006) € a seguinte.

Entenda o problema: Que tipo de problema ¢é esse? Ha trés principais tipos de
problemas
Perguntas do tipo "Mostre que ..."ou "Avalie ...", em que uma certa afirmacéo tem que
ser provada verdadeira, ou uma certa expressdo tem que ser trabalhada;
"Encontre um ..."ou "Encontre tudo ...", o que requer que alguém encontre algo (ou
tudo) que satisfaca certos requisitos;
Perguntas do tipo "Existe um ...", que exigem que vocé prove uma declaragdo ou forneca

um contra-exemplo (e, portanto, € um dos dois tipos anteriores).

Entenda os dados: O que é dado no problema? Normalmente, uma questao fala
sobre varios objetos que satisfazem alguns requisitos especiais. Para entender os dados,
€ preciso ver como o0s objetos e requisitos reagem uns aos outros. Isso é importante ao

concentrar a atencao nas técnicas e anotagdes adequadas para lidar com o problema.

Entenda o objetivo: O que nds queremos? Pode ser necessario encontrar um objeto,
provar uma declaragdo, determinar a existéncia de um objeto com propriedades especi-
ais ou o que for. Como o outro lado dessa estratégia, "entender os dados", conhecer o
objetivo ajuda a concentrar a atencdo nas melhores armas a serem usadas. Conhecer o
objetivo também ajuda na criagcdo de metas taticas que sabemos que nos aproximam da

solucdo da questao.



2.3 PROBLEMAS DE OLIMPIADA DE MATEMATICA E TERENCE TAO

Selecione uma boa notacao: Agora que temos nossos dados e objetivos, devemos
representa-los de maneira eficiente, para que os dados e os objetivos sejam represen-
tados da maneira mais simples possivel. Isso geralmente envolve os pensamentos das

duas ultimas estratégias.

Anote o que vocé sabe na notacado selecionada; desenhe um diagrama: Colocar
tudo no papel ajuda de trés maneiras: (a) vocé tem uma referéncia facil mais tarde; (b)
o papel é bom para olhar quando vocé esta preso; (c) o ato fisico de escrever sobre o

que vocé sabe pode desencadear novas inspiracoes e conexoes.

Modifique o problema ligeiramente: H4 muitas maneiras de variar um problema
em um que pode ser mais facil de lidar: (a) Considere um caso especial do problema,
como casos extremos ou degenerados. (b) Resolva uma versdo simplificada do pro-
blema. (c) Formular uma conjectura que implicaria o problema, e tentar provar isso
primeiro. (d) Derive algumas conseqiiéncias do problema e tente provar isso primeiro.
(e) Reformular o problema (por exemplo, tomar o contrapositivo, provar por contradi-
¢do, ou tente alguma substituicdo). (f) Examine solu¢des de problemas semelhantes.

(g) Generalize o problema.

Modifique o problema significativamente: Nesse tipo de estratégia mais agressiva,
realizamos grandes modificacdes em um problema, como remover dados, trocar os
dados com o objetivo ou negar o objetivo. (por exemplo, tentar refutar uma declaracao
em vez de provar isso). Basicamente, tentamos empurrar o problema até que ele quebre
e, em seguida, tentar identificar onde a falha ocorreu; isso identifica quais sdo os

principais componentes dos dados e onde estara a principal dificuldade.

Prove os resultados sobre a nossa questao: Os dados estdo 14 para serem usados,
entdo € preciso pegar os dados e brincar com eles. Pode produzir dados mais significati-
vos? Além disso, provar pequenos resultados poderia ser benéfico mais tarde, ao tentar

provar o resultado principal ou encontrar a resposta.

Simplifique, explore dados e alcance metas taticas: Agora, estabelecemos a nota-
cdo e temos algumas equacoes. Devemos seriamente considerar atingir nossas metas

taticas que estabelecemos. Em problemas simples, geralmente ha maneiras padréo de
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se fazer isso.Essa parte costuma ser a parte mais longa e mais dificil do problema: no
entanto, se alguém se lembra dos teoremas relevantes, os dados e, mais importante, o

objetivo, entdo pode evitar se perder nesse processo.

2.4 COMPARAGCAO E PERSPECTIVA PESSOAL

A resolucdo de problemas segundo Polya é muito importante e se aplica de maneira
geral para problemas de matemadtica, sejam de pesquisa ou de olimpiadas. Vale ressal-
tar que Polya influenciou os demais autores. As categorias de Schoenfeld sdo muito
restritivas. Isso pode ser consequéncia do contexto de terem sido desenvolvidas baseada
em uma turma de curso de matematica e no estudo de geometria euclidiana. Em Teoria
dos Numeros, que € a drea principal deste trabalho, essas categorias ndo pareceram

compativeis com os problemas.

Dentre as bases tedricas apresentadas a que mais gera identificacdo com o autor é
do Terence Tao. Além de ser mais pratica que as anteriores, a relagdo com problemas
de olimpiadas de matematica é visivel. Qualquer aluno ou professor que consiga utili-
zar os passos destacados por Tao deve aumentar significativamente a quantidade de
problemas que consegue resolver. Esses passos foram muito importantes no desen-

volvimento do autor deste trabalho e também para a reunido das solugdes aqui contidas.

Podemos destacar principalmente o passo "modifique o problema ligeiramente". Esse
passo é extremamente importante na resolucdo de problemas e nédo é utilizado pela
maioria das pessoas. O motivo disto pode ser que em geral alunos e professores resolvem
apenas problemas de exames vestibulares ou voltados para exames vestibulares. Nesses
casos espera-se solucoes diretas e sem passar por um processo até pelo tempo médio
por problema. Porém, acreditamos que qualquer aluno ou professor de matematica

pode se beneficiar das ideias de Tao.



CATEGORIZACAO DE PROBLEMAS, REUNIAO
DE SOLUG()ES E GUIA DE ESTUDOS

Os problemas do livro Tépicos de Teoria dos Numeros da colecio PROFMAT séo
muito variados. Desde aqueles que sdo aplicacoes imediatas dos teoremas e proposi¢oes
desenvolvidos até problemas originados em pesquisas matematicas, passando por
problemas de olimpiada de matematica que costumam exigir ferramentas proprias de
olimpiada de matemadtica. Visando ajudar os leitores no estudo desses problemas o
autor criou uma categorizacdo para os problemas. O autor criou as seguintes quatro
categorias e usou as siglas entre parénteses para indicar em cada problema qual a

categoria escolhida.

e Aplicacdo (A) - problema que utiliza diretamente ou quase diretamente as ferra-
mentas desenvolvidas no texto do livro. Grande parte das secées de problemas

propostos comeca com problemas da categoria aplicagéo.

e Olimpiada de Matematica Iniciante (OI) - problema de olimpiada de matematica ou
com estilo de olimpiada que pode ser abordado por alunos e professores do ensino

médio na preparacdo para competicoes regionais e nacionais de matematica.

e Olimpiada de Matemadtica Avancado (OA) - problema de olimpiada de matematica
ou com estilo de olimpiada que pode ser usado no treinamento de alunos para
competicOes nacionais e internacionais de matemadtica. Os principais exemplos

sdo os problemas da IMO.

e Teodrico (T) - problema de matemadtica avancada que aprofunda o dominio e o en-
tendimento de conceitos e estruturas matemadtica. Muitas vezes sdo necessarias
ferramentas de cursos universitarios, como célculo, para entendimento do pro-

blema e resolug¢do. Como exemplo, os problemas da categoria de tedrico da
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secdo de Funcdes Multiplicativas sdo fundamentais para o entedimento dessas

estruturas.

Essa categorizacdo expressa a opinido do autor sobre os problemas de acordo com
sua perspectiva como ex-olimpico e professor de matematica. O leitor pode discrodar
dessa categorizagdo, por exemplo alguns problemas de aplicacdo poderiam muito bem
ser classificados como olimpiada iniciante. Outro aspecto que deve ser comentado é que
o autor optou por duas categorias de olimpiada. Ele considerou que uma categoria seria
insuficiente para o grande espectro de problemas. Usando duas ele poderia direcionar
os problemas iniciantes para leitores com pouca experiéncia e os avancados para alunos

e professores que ja tiveram contatos com problemas aprofundados.

A metodologia utilizada para reunir as solucdes desse trabalho considerou primei-
ramente que o autor possui grande experiéncia em olimpiadas de matematica. Como
estudante, o autor participou de competi¢des de matematica durante varios anos con-
quistando trés medalhas na IMO, duas de prata e uma bronze. Como professor, ele
participa ativamente dos treinamentos para competicoes de matematica e foi lider
do Brasil na IMO 2018. Por tudo isso, a primeira abordagem foi tentar solucionar os
problemas sem o uso de outras referéncias. Essa primeira investida cobriu grande parte
dos problemas, principalmente problemas de aplicacdo (A) e Olimpiada de Matematica
Iniciante (OI).

Nos problemas em que a primeira investida nao teve sucesso, o autor buscou resolugoes
ou partes de resolucdes em referéncias conhecidas como o IMO Compendium (Djukic et
al, 2011). Mesmo para esses problemas o autor fez mais que uma copia traduzida, ele
reescreveu a resolucdo com suas proprias palavras tentando tornd-la o mais acessivel

possivel dos leitores inexperientes.

Sobre o uso deste material acredito que existam trés publicos, o leitor que busca
compreender melhor Teoria dos Numeros, o leitor que busca treinamento basico para
olimpidas e leitor que busca treinamento avancado para olimpiadas. Vale ressaltar que
nos ultimos dois casos podem ser alunos ou professores. A seguir apresento algumas
sugestoOes para esses trés publicos. Vale ressaltar que o livro do qual os problemas foram
retirados é uma excelente referéncia e que este trabalho utiliza diversos resultados
presentes no livro. Dessa forma, antes de seguir estas sugestoes o leitor deve estudar
os capitulos do livro para dispor das ferramentas adequadas para tentar resolver os

problemas e entender suas resolugdes.



CATEGORIZAGAO DE PROBLEMAS, REUNIAO DE SOLUGOES E GUIA DE ESTUDOS

e Para quem deseja dominar a area de Teoria dos Numeros recomenda-se estudar
problemas de aplicacao (A) e problemas tedricos (T). Nao se deve gastar muito
tempo tentando resolver esses problemas independentemente, pois a ideia é com-
preender melhor os resultados. Nos casos dos problemas tedricos (T) recomendo
escolher alguns que considerar mais interessante e buscar mais referéncias. E

possivel encontrar muitas conexdes com outras dreas da matematica.

e Para quem busca treinamento bésico de olimpiadas recomenda-se estudar problemas
de aplicacdo (A) e problemas de Olimpiada de Matemadtica Iniciante (OI). O foco
deve ser nos capitulos de Fundamentos e Poténcias e Congruéncias. As ideias
desses problemas se aplicam a muitos problemas de olimpiada de matematica

inclusive problemas de Algebra e Combinatéria.

e Para quem busca treinamento avancado de olimpiadas recomenda-se estudar todos
os problemas. Praticamente todos os problemas contribuem para a formacéo
de um aluno que deseja competir em olimpiadas internacionais. Esse grupo foi
destacado do anterior porque as técnicas desenvolvidas nos capitulos 2, 3 e 4 do
livro Tépicos de Teoria dos Nimeros costumam aparecer em problemas médios
ou dificieis da Olimpiada Brasileira de Matemadtica (OBM) ou de competicoes

internacionais como a IMO.






FERRAMENTAS TEORICAS DO LIVRO
TOPICOS DE TEORIADOS NUMEROS DO
PROFMAT

Nesse capitulo temos uma lista de ferramentas desenvolvidas e provas no livro de Teo-
ria dos Numeros do PROFMAT. As ferramentas vdo desde os teoremas mais importantes
até definicoes de estruturas que podem auxiliar o leitor inclusive no entendimento dos

enunciados dos problemas propostos.

Teorema 0.20. (Bachet-Bézout) Sejam 4,b € Z. Entéo existem x,y € Z com
ax + by = mdc(a, b).

Portanto se c € Z étal que ¢ | a e ¢ | b entdo ¢ | mdc(a, b).

Coroléario 0.21. Sejam a,b,c € Z. A equacao
ax+by=c

admite solucdo inteira em x e y se, e somente se, mdc(a, ) | c.

Proposicdo 0.22. Se mdc(a,b) =1ea | be, entdoa | c.

Coroldrio 0.23. Seja p um ndimero primo e sejam ay,...a, € Z. Se p | ay---ap,

entdo p | 4; para algum i, 1 <i < m.

Lema 0.24. Temos

1. Se p € primo, entdo mdc(a, p) é 1 ou p.
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2. Se k é um inteiro, entdo mdc(a, b) = mdc(a — kb, b).
3. Sea | ¢, entdo mdc(a, b) | mdc(c, b).
4. Se mdc(a, b) = 1, entdo mdc(ac, b) = mdc(c, b).

Teorema 0.30. (Teorema Fundamental da Aritmética) Seja n > 2 um numero natural.

Podemos escrever n de uma unica forma como um produto

n:pl...Pm

onde m > 1 é um naturale p; <... < p,, sdo primos.

Proposi¢do 0.38. Para quaisquer a,b,c,d, n € Z temos:
1. (Reflexividade) a = a (mod n);
2. (Simetria) se a = b (mod n), entdo b = a (mod n);
3. (Transitividade) se a = b (mod n) e b = ¢ (mod n), entdo a = ¢ (mod n);

4. (Compatibilidade com a soma e diferenca) Podemos somar e subtrair “membro a
membro”:
a=>b (mod n) a+c=b+d (mod n)
=
c=d (mod n) a—c=b—d (mod n)
Em particular, se a = b (mod n), entdo ka = kb (mod n) para todo k € Z.

5. (Compatibilidade com o produto) Podemos multiplicar “membro a membro”:

a=b (mod n)

c=d (mod n)

= ac=bd (mod n)

Em particular, se a = b (mod 1), entdo a* = b* (mod n) para todo k € IN.
6. (Cancelamento) Se mdc(c, n) = 1, entdo
ac=bc (modn) <= a=>b (mod n).

Proposicdo 0.46. Sejam a,n € Z, n > 0. Entdo existe b € Z com ab =1 (mod n) se, e

somente se, mdc(a, n) = 1.

Teorema 0.48. (Wilson) Seja n > 1. Entdo n | (n — 1)!+1 se, e somente se, n é

primo. Mais precisamente,

( I —1 (mod n) sen é primo
n—1=
0 (mod n) sen écompostoen #4.
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Teorema 0.49. (Wolstenholme) Seja p > 3 um numero primo. Entdo o numerador do

numero
1+1+1+ + !
2 3 p—1

é divisivel por p?.

Teorema 0.54. (Euler-Fermat) Sejam a e m > 0 sdo dois inteiros com mdc(a, m) = 1,
entao

a?™ =1 (mod m).

Teorema 0.55. (Pequeno Teorema de Fermat) Seja a um inteiro positivo e p um
primo, entéo

a? =a (mod p)

Proposicédo 0.63. A congruéncia linear
ax =b (mod m)

admite solucdo se, e somente se, mdc(a, m) | b. Neste caso, hd exatamente mdc(a, m)

solucoes distintas médulo m.

Teorema 0.64. (Teorema Chinés dos Restos) Se b1, b, ..., by sdo inteiros quaisquer e

ai,ap,...,a; sdo primos relativos dois a dois, o sistema de equagdes

x=b; (mod aq)

x=by (mod ap)

X =br (mod ag)

admite solucdo, que é tinica médulo A = aqa; .. . ai.

O livro traz algumas definicbes importantes sobre polindmios. Ele define o grau
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deg f(x) de um polindémio f(x) = ag + a;x + azx> + - - - + a,x" como sendo o maior i tal
que a; # 0; o grau do polindémio nulo 0 é definido como sendo —oco. Tal convencéo visa

a tornar véalidas as seguintes identidades para todos os polinémios f(x), g(x) € K[x]:

deg(f(x) - g(x)) = deg f(x) +degg(x) e
deg(f(x) +g(x)) < max{deg f(x), deg g(x)}.

O coeficiente do termo de maior grau de um polinémio é chamado de coeficiente lider.

Um polinémio cujo coeficiente lider € igual a 1 é chamado de ménico.

Proposigdo 1.1. (Algoritmo da divisdo) Seja K um corpo. Dados polinémios f(x), g(x) €
K[x], com g(x) # 0, existem g(x), 7(x) € K[x] (chamados respectivamente de quociente

e resto da divisdo de f(x) por g(x)), unicamente determinados, tais que

f(x)=q(x)-g(x)+r(x) com degr(x) < degg(x).

Corolédrio 1.2. Seja K um corpo, f(x) € K[x] e a € K. Entdo

x—al f(x) <= f(a)=0.

Proposicdo 1.4. Seja K um corpo. Um polinémio f(x) € K[x] ndo nulo de grau n

tem no maximo 7 raizes em K.

Proposicdo 1.5. Seja f(x) = a,x" +---+ag € Z[x] um polinébmio de grau n. Mos-
tre que se p/q é uma raiz racional de f(x), com p,q € Z e mdc(p,q) =1, entdo p | ap e

q | an.

Teorema 1.9. (Bachet-Bézout) Seja d(x) o maximo divisor comum de dois polinémios
f(x) e g(x). Entdo existem dois polinémios m(x) e n(x) tais que f(x)m(x) + g(x)n(x) =
d(x).

Definicdo 1.11. Seja K um corpo. Dizemos que um polindmio néo constante f(x) € K[x]
é irredutivel em K[x] se f(x) ndo € o produto de dois polinémios em K[x] de graus

estritamente menores do que deg f(x).
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Proposic¢do 1.12. Seja K um corpo e sejam p(x), a1(x),...an(x) € K[x] com p(x) ir-

redutivel em K[x]. Se p(x) | a1(x) - ... - au(x), entdo p(x) | a;(x) para algum i.

Teorema 1.13. (Fatoragdo unica) Seja K um corpo. Todo polindmio ndo nulo em
K[x] pode ser fatorado como um produto de polinémios irredutiveis em K[x]. Esta
fatoracdo é tinica a menos da ordem dos fatores e multiplicacdo por constantes nao

nulas.

Teorema 1.14. Seja K um corpo e f(x) um polinémio irredutivel em K[x]. Entdo
K[x]/(f(x)) é um corpo.

Definicdo 1.16. Um polinémio ndo nulo f(x) € Z[x] é dito primitivo se o mdc de

seus coeficientes é 1.
Lema 1.17. O produto de dois polinémios primitivos € primitivo.

Teorema 1.18. (Lema de Gauss) Seja f(x) € Z[x] um polinémio primitivo nédo cons-
tante. Entdo f(x) é irredutivel em Q[x] se, e somente se, f(x) ¢ irredutivel em Z[x]

(isto é, ndo podemos escrever f(x) = g(x)h(x) com g(x), h(x) € Z[x] ndo constantes).

Proposicdo 1.19. (Critério de Eisenstein) Seja f(x) = aux" +-- - +mx +ag € Z[x]
um polindmio primitivo ndo constante. Suponha que exista um numero primo p tal que

pta, p|ajparatodo0 < j < nep?fap. Entdo f(x) é irredutivel em Z[x].

ado 7 € (Z/nZ)*, definimos a ordem de @, denotado por orda, como o menor in-
teiro t > O tal que @’ =1 em Z/nZ. Se a,n € Z com mdc(a, n) = 1, definimos a ordem
de a médulo n, denotado por ord, a, como a ordem de @ € (Z/nZ)*. Note que pelo
teorema de Euler-Fermat, temos que ord, a < ¢(n). Se ord, a = ¢(n), dizemos que a ¢
raiz primitiva mdédulo n. Por exemplo, 2 é raiz primitiva médulo 5, pois 2! = 2, 22 = 4,

23 =8, 2% = 16, que é a primeira poténcia de 2 congruente a 1 médulo 5 e 4 = ¢(5).
Proposi¢do 1.22. Temos que a' =1 (mod n) se, e somente se, ord, a | t.
Coroléario 1.23. ord, a | ¢(n).

Proposiciio 1.28. O ntmero a é raiz primitiva médulo n se, e somente se, {a',t €
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N} = (Z/nZ)*.

Coroldrio 1.29. Se m divide n e a é raiz primitiva mdédulo n, entdo a é raiz primi-

tiva médulo m.

Teorema 1.30. Existe alguma raiz primitiva médulo n se, e somente se, n =2, n = 4,

n = p* ou n = 2p* onde p ¢ primo impar.

Proposicdo 1.43. (Critério de Euler) Seja p > 2 um primo e a um inteiro qualquer.

Entao

<Z> =a?"D/2 (mod p).

Corolario 1.44. O simbolo de Legendre possui as seguintes propriedades:

1. sea =D (mod p) entdo () = (%)
ﬂz —
2. () =1septa.

3. (‘71) = (—1)’%1, ou seja, —1 € residuo quadratico mddulo p se, e somente se, p = 1
(mod 4).

aby _ (ay(b
4. (1) = (9)(2).
Lema 1.46. (Gauss) Sejam p > 2 um numero primo e a2 um inteiro primo relativo com

p. Seja s o numero de elementos do conjunto
{a,2a,3a,..., prl -a}

. s / . —1 ~
tais que seu resto médulo p é maior do que %~ Entéo

) =~y
()=

Lema 1.47. Seja p um primo impar. Entéo

<—1) _ (_1),%1 _ 1 sep=1 (mod 4),
-1 sep=3 (mod4),

<2> 21 1 sep=+£1 (mod 38),
-1 sep==£3 (mod 8).
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Teorema 1.50. (Reciprocidade Quadrdtica) Sejam p e g primos impares distintos.
p> (’7) -1
(fl p

Uma classe importante de fung¢des aritméticas é a das chamadas fung¢bes multiplicativas.

Entao

Uma funcdo f : IN* — C ¢ dita multiplicativa se f(mn) = f(m) - f(n) para quais-
quer m, n primos entre si. No caso em que a propriedade anterior é verdadeira para

quaisquer inteiros positivos m e n, dizemos que f é uma funcdo totalmente multiplicativa.

Proposicdo 2.1. Seja f:IN* — IRR* uma funcdo totalmente multiplicativa e mono-

tona, entdo existe « € R tal que f(n) = n*.

Teorema 2.2. Se f é uma funcdo multiplicativa entdo a fungéo
F(n) =) f(d)
d|n

¢ também multiplicativa.

Para todo inteiro positivo n define-se d(n) como o nimero de divisores positivos de
n, o(n) como a soma dos divisores positivos de n e ¢;,(n) como a soma das m-ésimas
poténcias dos divisores de n. Nesse trecho do livro, os autores relembram também que
¢(n) denota a quantidade de nimeros naturais menores que # e primos relativos com
n.

Todo ntimero inteiro n maior que 1 pode ser escrito como

_ ki ko k
n—pl p2 ...pss,

onde py, ..., ps sdo numeros primos distintos, e ki, ..., ks sdo inteiros positivos.

Seguindo esta notacgdo temos

d(n) = (ky + (k2 +1) - - - (ks + 1)

Bt N At S i
p1—1 p2—1 ps —1
(ky+)ym 1 ‘ Pékﬁl)m -1 o ng5+1)m -1

m pl
on(n)=Y) d" = P p
; py -1 py —1 pst —1
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ki ki
=TT o= TT6H =k h=n IT (1-)-
1<i<k 1<i<k 1<i<k pi
Define-se funcdo de Mobius y:IN~o — Z por

1 sen=1
um) =40 se a® | n para algum a > 1

(—1)* se n é produto de k primos distintos.

Lema 2.15. Para todo inteiro positivo # temos

1 sen=1

Y u(d) =

d|n 0 sen>1.

Teorema 2.16. (Férmula de inversdo de Mobius) Seja f(n) uma funcdo sobre os

inteiros positivos e F(n) = }_,, f(d), entdo para todo n inteiro positivo,

fn) = u@F (5)-

dln

Exemplo 2.19. Demonstre que, para todo inteiro m > 1,

WA
L] <

Para cada x real define-se recursivamente ag = x, a, = |ay,| e,se a, ¢ Z

N1 = para todo n € IN.
n

n

Se, para algum n, a,, = a, tem-se

. def 1
X =wag=lay;ay,a,...,a,] = ap+




FERRAMENTAS TEORICAS DO LIVRO TOPICOS DE TEORIA DOS NUMEROS DO PROFMAT

Se ndo denota-se
. def 1
x =lag;a1,az,...] = ap+
1

al+ ———-
ay+ .

Proposicao 3.1. Dada uma sequéncia (finita ou infinita) fo, t1,t,... € R tal que f; > 0,
para todo k > 1, definimos sequéncias (x,,) e (ym) por xo = to, Yo = 1, x1 = tot; +1,
Y1 =t X2 = ts2Xms1 + Xs Yma2 = tma2Ym+1 + Ym, para todo m > 0. Temos entdo

1

[to; 1, t, - bn] = to + = yn > o.
1 Yn

n

Além disso, X,+1Yn — XnYu+1 = (—1)", para todo n > 0.

Coroldrio 3.2. As sequéncias (p,) e (9,) satisfazem as recorréncias

Pun+2 = An+2Pn+1 + Pn € An+2 = An+2qn+1 + qn

para todo n > 0, com pg = a9, p1 = aoa1 +1, g0 =1 e g1 = a;. Além disso,

Pn+19n — Pufn+1 = (_1)n

para todo n > 0.

Corolario 3.3. Temos, para todo n € N,

_ GnPu1+Pua _ Pr2 = Guox

X n
Xndn—1+qgn-2 n—1X — Pn—1

Proposi¢do 3.4. Temos

g bn_ DY
In (Ape1 + ﬁ;m)ﬂ%

onde

-1
5n+1 = q:; = [0; ai’l/ aﬂ—l/ aan/ ceey al]'
n

Em particular,

1
(Aps1 + 2)11%

1 1

Pu _ -
(@ps1 + ,Bn+1)q% an+1q%

qn

< |x—-
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Proposicdo 3.7. Para todo k > 0, temos

Pak < P2k+2 <x< P2k+3 < P2k+1.
q2k q2k+2 q2k+3 q2k+1

Proposicao 3.9. Dados inteiros ag, a1, 4z, ..., com a; > 0,Vk > 1, existe um dnico nu-

mero real « (que € irracional) cuja representacéo por fracoes continuas € [ag; a1, az, . . . |.

Teorema 3.11. Temos, para todo n € IN,

1 1
X — & S < -
n Inqgn+1 Tn
Além disso,
1 1
e Prlc L o '_P L
qn 2y qn+1 2031

Teorema 3.15. Para todo p,q € Z, com 0 < g < g,4+1 temos

|qnx — pul< |gx — pl.

Além disso, se 0 < g < g, a desigualdade acima € estrita.

Corolario 3.16. Para todo g < gy,

=

qn

<‘x—£
q

p/

?1

Corolario 3.17. Se |qx — p|< |q'x — p’|, para todo p’ e ¢’ < g tais que Z #
p

entdo — é uma reduzida da fracdo continua de x.

1
Teorema 3.18. Se ‘x — 5‘ < —— entio ! ¢ uma reduzida da fracdo continua de

2¢9? q
X.

Teorema 4.1. (Pitdgoras) Sejam a, b e ¢ os comprimentos dos lados de um trian-

gulo. O angulo oposto ao lado c é reto se, e somente se, a> + b* = 2.
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Proposicdo 4.8. Sejam a e b dois nimeros inteiros tais que mdc(a,b) = 1 e seja p
um niimero primo fmpar tal que p divide a2 + b?, entio p deixa resto 1 quando dividido

por 4.

Proposicdo 4.9. Sejam m e n nimeros que sdo somas de dois quadrados, entdo mn

também é soma de dois quadrados.

Observacdo 4.10. Pelo mesmo processo podemos obter que
mn = (ac + bd)* + (bc — ad)? = (ac — bd)* + (bc + ad)?,

isto é, se m, n # 2, entdo mn tem no minimo duas representagdes como soma de dois

quadrados.

Lema 4.11. (Lema de Thue) Se m é um numero natural e 2 € um inteiro primo
relativo com m, entdo existem nimeros naturais x e y ndo nulos menores que /m e

tais que algum dos numeros ax +y ou ax — y € divisivel por m.

Teorema 4.12. Todo primo da forma 4k + 1 pode-se escrever como soma de dois

quadrados de inteiros positivos.

Teorema 4.13. Seja n um numero primo da forma 4k + 1. Entdo n pode ser escrito de

forma tnica como soma de dois quadrados.

Proposicio 4.15. Seja a + bv/d a solucdo fundamental da equacdo de Pell x2 — dy? = 1.

Se {(xx, ¥n) }nen € a sequéncia de solucdes da equagdo, entdo
Xpy2 = 2Xp41 — Xy
Yn+2 = 2aYns1 — Yn,

para todo n > 1.

Teorema 4.17. Se A tem um divisor primo da forma 4k + 3, entfo a equacfo x> — Ay? =

—1 ndo tem solugdo inteira positiva.

2

Teorema 4.18. Seja p um primo da forma 4k + 1. Entdo a equacdo x> — py? = —1

sempre possui solucao.

27
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Proposicdo 4.20. Seja « = x; +y;v/A > 1 onde (x1,y1) é a solugdo minima de
x> — Ay?> = 1. Dado ¢ € Z nio nulo, se existem x,y € N com x> — Ay? = ¢, en-

tdo existem u,v € N com u + vV A < /alc| e u?> — Av? = ¢ (em particular, para esta

solucdo 0 < u < y/alc| e 0 < v < /alc|/A).

Os inteiros de Gaufs sdo os elementos do conjunto

., def .
Z[i|F {a+bicClabecZ}
subconjunto dos niimeros complexos (onde i> = —1). Define-se a norma de um inteiro

de Gauld como

N:Z[i] —» Z

°= 2z = a® + b°.

z=a+bir |z

Lema 4.24. (Divisdo Euclidiana) Sejam «, € Z[i] com  # 0. Entdo existem in-

teiros de Gaul? g, r € Z[i] tais que

x=pg+r com N(r) < N(B).

Definicdo 4.26. Seja A um dominio, isto é, um anel em que (ab =0 = a =0
ou b = 0). Dizemos que um elemento u € A € uma unidade (ou um elemento invertivel)
se ele possui inverso multiplicativo em A, isto é, existe v € A tal que uv = 1. O conjunto
de todas as unidades de A com a operacao de produto é um grupo multiplicativo, o

grupo de unidades de A, que denotamos por A*.

Teorema 4.27. (Bachet-Bézout) Sejam « e  dois elementos em Z[i] primos entre
si, isto €, cujos unicos divisores comuns sdo unidades. Entdo existem x,y € Z[i] tais
que

ax+ By =1.

Definicdo 4.30. Dizemos que 7t € A\ {0} é irredutivel se ele ndo pode ser escrito
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como produto de dois elementos em A \ A*. Dois irredutiveis 711 e 71, sdo ditos associ-

ados se eles diferem por multiplicacdo por uma unidade: 711 = urr, com u € A*.

Lema 4.31.
1. Z[i]* = {£1, £i}. Em particular u € Z[i]* <= N(u)=1.
2. Se it € Z[i] é tal que N(7r) € um numero primo, entdo 7t € irredutivel.
3. Se p € Z é um primo p = 3 (mod 4), entdo p é irredutivel em Z[i].

Lema 4.32. Seja 7t € Z[i] um elemento irredutivel. Entao
mlap = mla ou m|pB

para w, p € Z[i].

Teorema 4.33. (Fatoragdo tnica) Qualquer elemento a« # 0 de Z[i] admite uma
fatoracdo

X =717 ... 7y

em elementos irredutiveis 7;. Tal fatoragdo € tinica a menos da ordem dos fatores e de

multiplicacdo por unidades (isto é, a menos de associados).

2

Exemplo 4.40. Demonstre que a equagdo x* +y* = 22 nfio possui solugdes inteiras

positivas, isto €, ndo existem tripas pitagoricas em que os dois catetos sejam quadrados

perfeitos.

4

Exemplo 4.41. Mostre que a equagdo x* — 2y?> = 1 somente possui solugdes trivi-

ais.

Exemplo 4.43. Mostre que a equagdo diofantina
X2+ y* + 2% = 3xyz.

possui infinitas soluges inteiras positivas, e descrevé-las.

Esta equacdo é conhecida como equacdo de Markov.






USANDO AS PASSOS DE RESOLUCAO DE
ALGUNS PROBLEMAS

5.1 INFLUENCIA DAS RESOLUGOES SOBRE AS CATEGORIAS

Nesse capitulo vamos nos aprofundar nos passos para a resolucdo de alguns proble-
mas. Os problemas foram separados em secOes de acordo com a categoria. Esperamos

ressaltar como as resolugdes auxiliaram na categorizacdo dos problemas.

Diante dos exemplos que serdo apresentados nesse capitulo, observa-se que na reso-
lucdo dos problemas de Aplicacdo (A) o passo "modifique o problema ligeiramente"nos
leva a ferramentas desenvolvidas no livro. Encontra-se desde problemas semelhantes a
exemplos até problemas no qual deve-se utilizar uma sequéncia de passos, ou seja um

algoritmo, na resolucéo.

Os problemas da categoria olimpiada exigem ferramentas geralmente usadas em com-
peticdes de matemadtica e, por isso, conhecidas por professores e alunos que participam
delas. Por exemplo, o resto que um inteiro ao quadrado deixa na divisdo por 8 e a ideia
de somar todos os elementos de dois conjuntos que possuam propriedades similares. A
diferenciacdo entre Olimpiada de Matematica Iniciante (OI) e Olimpiada de Matematica
Avancado (OA) é feita através do grau de dificuldade que se evidencia principalmente
no passo "simplifique, explore dados e alcance metas tdticas". Nos problemas OA esse
passo final exige um processo especifico desde cotas para varidveis até caraterizacdo de
sequéncias. Ja nos problemas OI esse passo pode ndo ser necessario e mesmo quando

se faz necessario quase sempre hd uma maneira padrao de concluir a resolucao.
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Os problemas Tedricos (T) sdo problemas envolvendo resultados, conceitos e es-
trutuas matemadticas. Nos trés primeiros passos relacionados com o entendimento
do problema, dos dados e do objetivo, é possivel perceber que sdo problemas que se
afastam mais das ferramentas desenvolvidas no livro texto quando comparado com as
outras trés categorias. Vale ressaltar também que os resultados dos problemas tedricos

se mostram mais tteis em outras areas da matematica, como, por exemplo, em andlise.

5.2 PROBLEMAS DE APLICAGAO

Problema 0.1. Demonstrar por inducdo que para n > 1 natural

() 12422+ p2 = Mosliandl)

(b) 13+23+...+nd

Q+2+---+n)

(@ (B+2%+- - +m)+ 17 +27+- - +n”)=2(1+2+---+n)%.

(n+Dx nx
sen 5 sen 5

(d) senx+sen2x+---+sennx = =
sen 5

Entenda o problema - é um problema do tipo "mostre que ...".

Entenda os dados - nesse problema o tnico dado n é um natural maior do que ou

igual a 1.

Entenda o objetivo - dado que esse problema estd na secdo de inducdo, entdo nosso

objetivo é provar usando indu¢do cada uma das equagoes.

Selecione uma boa notacao - nesse problema o enunciado ja nos fornece uma boa

notac¢do que pode ser usada na solucio.

Modifique o problema ligeiramente - podemos examinar demonstragdes por in-

ducio, como, por exemplo, a solucdo do exemplo 0.1. do livro no qual prova-se que

_ n(n+l)
1+2+---+n==5-.



5.2 PROBLEMAS DE APLICAGAO

Prove os resultados sobre a nossa questao -basta usar inducao e concluir a resolu-

cao.

Problema 1.12. Seja K = (Z/(3))[x]/(f(x)) onde f(x) = x> + x + 2. Mostre que f(x) é
irredutivel em (Z/(3))[x] e portanto K é um corpo. Construa a tabela de multiplicagdo
do grupo K* e usando esta tabela determine o menor inteiro positivo 7 tal que x" =1

em K.

Entenda o problema - esse problema apresenta duas partes e, por isso, tem tipo

"mostre que ..."e "encontre algo...".

Entenda os dados - temos o polinémio f(x) = x*+x +2 e conjunto K = (Z/(3))[x]/(f(x))

dos polindmios com coeficiente médulo 3 separados em classes médulo f(x).

Entenda o objetivo - devemos provar que f(x) é irredutivel em (Z/(3))[x]. Isso ja

implica que K é um corpo. Também devemos encontrar a ordem de x em K.

Modifique o problema ligeiramente - podemos consultar o Teorema 1.14., o exem-

plo apds este teorema (ndo tem referéncia) e o exemplo 1.15.

Selecione uma boa notacéo - além das notagdes usadas no enunciado, usaremos as
notacgoes das ferramentas listadas no passo anterior, inclusive para representar a tabela

de multiplicacdo em K.

Prove os resultados sobre a nossa questao - usando as ideias ja consultadas po-
demos construir a tabela e encontrar a ordem de x. Mudando a ordem das tarefas

podemos consultar a tabela de multiplicacdo para verificar que f(x) € irredutivel em

(Z/@))lx].

Esse problema visto fora do contexto do livro poderia ser considerado tedrico ja que
auxilia no entendimento de corpos formados pelas classes de polinémios médulo um
polinémio irredutivel em certo corpo. Porém, vimos no passo "modifique o problema

ligeiramente"que existem ferramentas no livro texto que direcionam a resolucdo desse
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problema. Por isso a categoria desse problema € aplicacao.

Problema 2.3. Determine as solucoes de o(n) = 2801.

Entenda o problema - é um problema do tipo "encontre tudo...".

Entenda os dados - temos a funcdo ¢ que é a soma dos divisores e o nimero 2801

que é primo.

Entenda o objetivo - as solucoes n sdo bem limitadas, pois a fun¢édo ¢ é multiplica-

tiva e 2801 é primo.

Modifique o problema ligeiramente - podemos consultar o exemplo 2.6. no qual
prova-se que o(n) = 307 <= n = 172. Usando as mesmas ideias limitamos n a

poténcias de primos.

Prove os resultados sobre a nossa questéo - da equaciio o(p*) = 2801 nos restringi-
mos a p =2, 5 ou 7. Apds testar esses valores encontramos a tnica solucdo da equacdo
n = 2401.

Problema 3.1. Determine a fracdo continua de /7. Mostre que ela é periédica a

partir de um certo ponto, e determine o periodo.

Entenda o problema - é um problema do tipo "encontre ...". Apesar de falar de uma

demonstracdo ela é consequéncia da primeira parte.

Entenda os dados - temos o niimero irracional /7.

Entenda o objetivo - encontrar a fracdo continua de acordo com o algoritmo forne-

cido no texto.
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Modifique o problema ligeiramente - aqui temos uma pequena separacdo desse
problema em relacédo aos de aplicacdo anteriores, pois ndo conseguimos relaciona-lo
diretamente com um exemplo ou outra ferramenta. Porém, basta usar a definicdo de

fracao continua.

Prove os resultados sobre a nossa questdo - apds realizar os cdlculos obtemos
V7=12;1,1,1,4,1,1,1,4,...]. Euma fracao continua de periodo 4.

5.3 PROBLEMAS DE OLIMPIADA DE MATEMATICA INICIANTE

Problema 0.5. Dado um inteiro positivo n, definimos T(n,1) = n e, para todo
k> 1, T(n,k+1) = nT"H_ Prove que existe c € IN tal que, para todo inteiro k > 1,

T(2010,k) < T(2,k + c). Determine o menor inteiro positivo ¢ com essa propriedade.

Entenda o problema - como o problema possui duas tarefas, ele é do tipo "mostre

que ..."e também do tipo "encontre um ...".

Entenda os dados - temos inteiros positivos 7 e k e a funcdo T(n, k) definida.

Entenda o objetivo - devemos provar que mesmo 2 < 2010 existe um c tal que
T(2,k +c¢) > T(2010, k).

Selecione uma boa notacao - o enunciado ja nos fornece uma boa notagao.

Modifique o problema ligeiramente - podemos consultar outros problemas que
usam desigualdades como o exemplo 0.4. e o problema 0.4. Porém, adaptagdes desses
outros problemas néo resolvem diretamente o problema, pois T(2, k +¢) > T(2010, k)
ndo ¢é suficiente para que T(2,k+c+1) > T(2010,k + 1). Essa necessidade de mais

ferramentas deixa claro que nao se trata de um problema de aplicagéo.

Prove os resultados sobre a nossa questao - alguns cdlculos provam que ¢ = 2 ndo

funciona para k = 1 e que ¢ = 3 funciona para k = 1.
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Modifique o problema significativamente - para n > 2 tentaremos provar por
inducdo que T(2,n +3) > T(2010, n).

Simplifique, explore dados e alcance metas taticas - apds o uso do PIF podemos
concluir o problema, pois T(2, 7 +3) > T(2010, n)> > T(2010, n).

Problema 0.15. Do conjunto A = {1,2,...,99,100} escolhemos 51 ntimeros. De-
monstrar que, entre os 51 nimeros escolhidos, existem dois tais que um é muiltiplo do

outro.

Entenda o problema - este é um problema tipo "mostre que...".

Entenda os dados - temos o conjunto A dos nimeros inteiros de 1 a 100 e todos os

subconjuntos B de A com 51 elementos.

Entenda o objetivo - devemos provar que todo subconjunto B de acordo com os

dados possui dois elementos tal que um divide o outro.

Modifique o problema ligeiramente - podemos consultar o exemplo 0.9. no qual
prova-se que todo conjunto B nas mesmas condicOes possui dois elementos consecutivos.
Uma consequéncia importante é que esses dois elementos sdo primos entre si. A ideia

foi usar 50 subconjuntos e o principio da casa dos pombos.

Selecione uma boa notacdo - nesse passo usaremos que todo nimero natural »
pode ser escrito como 2*] com « e [ inteiros ndo-negativos e [ impar. Esta é uma ideia
importante para problemas de olimpiada de matematica, mas a maioria das pessoas
desconhece. Esse é um ponto importante para categorizar esse problema como de

olimpiada iniciante.

Prove os resultados sobre a nossa questdo - esse passo ja permite a conclusio
do problema, pois tendo 50 partes impares e 51 nimeros temos, pelo PCP, que dois

numeros possuem a mesma parte impar e um divide o outro.
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Problema 0.80. [OIbM2001] Demonstre que para cada inteiro positivo n existe um
inteiro m tal que 2™ tem no minimo %n — 1 zeros entre seus ultimos n algarismos em

notagdo base 10.

Entenda o problema - este é um problema tipo "mostre que ...".
Entenda os dados - para esse problema s6 temos um inteiro positivo 7.

Entenda o objetivo - precisamos demonstrar que alguma poténcia de 2 possui muitos

zeros entre seus ultimos n algarismos.
Selecione uma boa notacdo - o enunciado do problema ja traz uma boa notacao.

Modifique o problema ligeiramente - seria possivel provar que uma poténcia de 2
possui os ultimos %n — 1 algarismos iguais a zero? Nao, pois teria que ser multiplo de
10. Podemos procurar outras ideias como o exemplo 0.59. no qual demonstra-se que

2000 . . 71.s
22000+¢(™) possui 1333 zeros consecutivos em suas 2000 tltimas casas.

Prove os resultados sobre a nossa questao -seguindo do passo anterior, basta fazer

algumas contas.

Problema 4.56. Pode um tridngulo retangulo com lados inteiros ter drea que seja o

quadrado de um inteiro?
Entenda o problema - este é um problema tipo "existe um...".

Entenda os dados - o que temos sdo medidas inteiras positivas que satisfazem o

Teorema de Pitdgoras.

Entenda o objetivo - a partir dos lados devemos verificar se o produto dos catetos

dividido por dois é um quadrado perfeito.
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Selecione uma boa notacao - desejamos existem (a, b, ¢, k) inteiros positivos tais

que a®> +b%* =c?> e k?> = ab/2.

Modifique o problema ligeiramente - sabemos que se a* + b* = ¢?

, entao existem
inteiros positivos d, m e n, com m e n primos entre si e de paridades distintas tais que

(a,b,c) = (d2mn, d(m? — n?), d(m? + n?)).

Prove os resultados sobre a nossa questao - o problema se torna verificar se

K = d2mn - d(m* — n?)/2 < kK = d*mn(m® — n?)

Implica que d | k e usando ko = k/d temos k3 = mn(m? — n?).
O produto de niumeros primos entre si € um quadrado perfeito se, e somente se, cada
um ¢ um quadrado perfeito. Dessa forma, devemos determinar se existem inteiros

2

positivos x, y e z tais que m = x2, n = y> e

m? —n? =22 < 3t —yt = 2

Modifique o problema ligeiramente - sabemos que a equagdo x* + y* = 22 ndo

possui solucoes inteiras positivas (exemplo 4.40. do livro).

Simplifique, explore dados e alcance metas taticas - usando Descenso Infinito de

Fermat prova-se que a equagéo X4 = y4 + ZZ

ndo possui solucdo com x, y e z inteiros
positivos. No caso deste problema a variacdo da resolucdo do exemplo 4.40. exige
certo trabalho e a andlise de casos. Por isso, esse problema nao foi classificado como de

aplicacio.

Vale ressaltar que esse resultado foi muito importante também na resolucdo de outros

problemas, como 4.58 e 4.63.

5.4 PROBLEMAS DE OLIMPIADA DE MATEMATICA AVANGADO

Problema 0.20. [IMO2001] Sejam nq,ny,...,n, inteiros com m impar. Deno-

temos por x = (x1,...,X,) uma permutacao dos inteiros 1,2,...,m, e definamos



5.4 PROBLEMAS DE OLIMP{ADA DE MATEMATICA AVANGADO

f(x) = xyn1 + - - - + xyun,. Demonstre que existem duas permutacdes a e b tais que
f(a) — f(b) é divisivel por m!.

Entenda o problema - este é um problema tipo "mostre que ...".

Entenda os dados - temos um impar m, os nimeros inteiros ny,ny, ..., 1y, todas as

permutacoes dos numeros de 1 até m e a funcéo f definida sobre essas permutacoes.

Entenda o objetivo - desejamos provar que existem duas permutacoes a e b tais que

m!| f(a) — f(b) ou de forma equivalente usando ferramentas vistas em seguida no livro
que f(a) = f(b) (mod m!).

Selecione uma boa notacao - o enunciado do problema ja traz uma boa notagéo.

Modifique o problema ligeiramente - supondo que nao existam permutacoes a € b
tais que m!| f(a) — f(b) implica que para quaisquer duas permutacdes a e b os nimeros

f(a) e f(b) possuem restos distintos na divisdo por m!.

Modifique o problema significativamente - seguindo do passo anterior. Existem !
restos possiveis na divisdo por m! e m! nimeros f(x) com restos distintos. Isso implica

que cada resto aparece exatamente uma vez como f(x).

Simplifique, explore dados e alcance metas taticas - apesar de ndo ser um pro-
blema simples, podemos destacar que existe uma forma padrdo de explorar os dados
obtidos. Se dois conjuntos possuem os mesmos restos na divisdo por m! em alguma
ordem, entdo podemos somar todos ou multiplicar todos para obter niimeros com
mesmo resto na divisdo por m!. O que marca esse problema como olimpiada avancado
¢ a dificuldade de trabalhar com a soma de todas as expressoes de f(x). Outro ponto
importante na conclusdo do problema que deve ser ressaltado é o dado de que m é

impar.

Problema 0.77.[IMO1986] (OA) Seja d um ntumero positivo distinto de 2, 5 e 13.

Demonstre que é possivel encontrar dois niumeros diferentes a e b que pertencam ao
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conjunto {2,5,13,d} tais que ab — 1 ndo é um quadrado perfeito.

Entenda o problema - este é um problema tipo "mostre que...".

Entenda os dados - temos um inteiro positivo d e um conjunto {2,5,13,d}.

Entenda o objetivo - apds notar que 2-5—1,2-13 —1e 5-13 — 1 sdo quadrados
perfeitos, precisamos provar que 2d — 1, 54 — 1 e 13d — 1 ndo podem ser todos quadra-

dos perfeitos.

Modifique o problema ligeiramente - vamos supor o contrario, que esses trés nu-

meros sdo quadrados perfeitos.

Selecione uma boa notacdo - uma boa notacdo para trabalhar nossa suposicdo é

que2d —1=2x2,5d —1=1y? e 13d — 1 = z2 onde x, y e z sdo inteiros positivos.

Prove os resultados sobre a nossa questiio - se x é impar, entdo x> = 1 (mod 8).
Esse fato é muito conhecido e util em competi¢des de matematica, embora nao poucas
pessoas conhecam em geral. Esse seria o passo essencial que cotegoriza esse problema
como de olimpiada. Esse resultado nos permite concluir que d = 1 (mod 4). Com isso,

Y € z sdo pares.

Selecione uma boa notacgdo - podemos usar y = 2y; e z = 2z1, onde y; e z; sdo

inteiros. Dessa forma, podemos inserir esses dados sobre paridade nas equagoes.

Simplifique, explore dados e alcance metas taticas - agora sé precisamos traba-
lhar as equacgdes para encontrar uma contradicdo. De fato, 84 = (13d — 1) — (54 — 1)
que € equivalente a 2d = (z; — y1)(z1 + y1). Estudando as paridades temos 24 impar ou

multiplo de 4 que entram em contradicdo com o fato de d ser impar.

Problema 1.35.[IM02000] Existe um inteiro N divisivel por exatamente 2000 primos

diferentes e tal que N divide 2V +1?
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Entenda o problema - este é um problema tipo "existe um... ?".
Entenda os dados - a principio sé temos a quantidade de fatores primos: 2000.

Entenda o objetivo - a partir da experiéncia de varios problemas podemos conjectu-

rar que o 2000 ndo é importante e podemos trocar por um k qualquer.

Modifique o problema ligeiramente - seguindo do passo anterior, vamos tentar
generalizar o problema. Pra cada k inteiro positivo provaremos que existe um inteiro
N com k divisores primos e tal que Nj | 2N« + 1. Para isso precisamos de alguma
manipulacdo que adicione fatores primos. Um dos fatos conhecidos em competicoes

de matematica é que para a > 8 que a® + 1 possui um fator primo pcom p > 3epta+1.

Simplifique, explore dados e alcance metas taticas - uma forma padrao de con-
cluir é usar indugdo partindo de N = 3 € Ni;q = 3 - N - pyyq onde pyyq € um divisor de

22Nt — 2Nk 4 1 que ndo divide 2N + 1.

Problema 1.55.[IMO2008] Prove que existe um numero infinito de inteiros positivos

n tais que n? + 1 tem um divisor primo maior do que 21 + v/2n.
Entenda o problema - este € um problema tipo "mostre que...".
Entenda os dados - temos ntimeros da forma n? + 1.

Entenda o objetivo - devemos provar que para infinitos inteiros positivos # o nimero

n? +1 possui um divisor primo relativamente grande.

Modifique o problema ligeiramente - ao invés de considerar os ntimeros n° + 1,
vamos considerar os primos p da forma 4k + 1, pois de (%) =1 exite x com x <  tal
que p | x2 +1. Vale ressaltar que mais uma vez temos um fato muito conhecido no

universo de competicOes internacionais de matematica.
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Simplifique, explore dados e alcance metas taticas - para concluir usamos algu-

mas cotas, como p > 13 implicando 2x < p —4e x = ’%t & p=2x+t>2x++/2x.

5.5 PROBLEMAS TEORICOS

Problema 0.16. Dado um numero irracional u, demonstrar que sempre € possivel

encontrar infinitos niumeros racionais g, p,q € Z, de tal forma que

u—p'<
q

1
?-

Entenda o problema - este é um problema tipo "mostre que...".
Entenda os dados - temos um numero irracional u.

Entenda o objetivo - devemos provar que existem infinitos racionais S tais que a

1
qj.

distancia até u é menor que
Selecione uma boa notacao - o enunciado ja nos deu uma notagdo adequada até

aqui.

Modifique o problema ligeiramente - podemos consultar o exemplo 0.12. no qual

prova-se que para todo « real existem inteiros k e m tais que |ka — m|< %

Modifique o problema significativamente - podemos considerar que u pode ser
racional, mas nesse caso podemos aproximar u por racionais de modo que ‘u — S‘ =0.
Nesse problema, isso ndo sera ttil para a resolucdo, mas deixa claro que esse dado é

essencial.

Prove os resultados sobre a nossa questdo - a partir das ideias do passo anterior

1

m 1
prova-se que ‘u — ﬂ <t <@
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Simplifique, explore dados e alcance metas taticas - para concluir o problema
devemos passar de existe um racional % com a propriedade para existem infinitos

racionais 7. O passo essencial vem do fato de podermos escolher 1;,; de modo que
1
e

1 ’u — .

njs1 k;

E importante ressaltar que além de ser um problema interessante, ele também apre-
senta um resultado muito ttil na compreensdo de numeros irracionais. Por exemplo,
desse resultado fica claro que todo irracional u é limite de uma sequéncia de ntimeros
racionais ’,:l—l’

Problema 1.50. Demonstre que, para p = 1093,

2’%1 =—-1 (mod p2)

Entenda o problema - este é um problema tipo "mostre que...".
Entenda os dados - temos um primo p = 1093 grande.

Entenda o objetivo - pensando como um problema de olimpiada pode-se conjecturar
que é uma propriedade que vale para todo primo, mas essa conjectura é falsa. Inclusive

podemos encontrar contraexemplos.

Selecione uma boa notacao - além da notacdo do problema usamos as ferramentas

desse capitulo com énfase no simbolo de Legendre.

Modifique o problema ligeiramente - esse passo ndo se mostrou util nesse pro-

blema.

Prove os resultados sobre a nossa questao - a ideia é realmente fazer contas com

congruéncias de poténcias de 2 moédulo 1093.

Simplifique, explore dados e alcance metas taticas - apds provar que 2/~ ! =1

(mod p?) basta usar a proposigdo 1.43. e o lema 1.47. para concluir o problema.
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Observe que esse problema traz um resultado interessante de Teoria dos Numeros,
mas ao modifica-lo ligeiramente nao temos ferramentas desenvolvidas no livro texto
nem resultados conhecidos de competi¢cdes de matemadtica. Porém, a pergunta se existe
algum primo com a propriedade mencionada faz sentido no contexto de pesquisa

matematica.

Problema 2.33. Dados dois numeros reais « e 5 tais que 0 < « < < 1, demonstre

que existe um numero natural m tal que

m

<B.

Entenda o problema - este € um problema tipo "mostre que...".

Entenda os dados - temos a razdo % que é o produto de fatores ’%1 para p primo

e um intervalo aberto («, ) que pode ter coprimento  — « muito pequeno.

Entenda o objetivo - queremos provar que com a escolha adequada de primos o

produto de fatores ’%1 estard no intervalo («, f) com extremos entre 0 e 1.

Observe que até para entender bem esse objetivo o leitor precisa de alguma experién-

cia com problemas de ensino superior.

ope . . . -1 .
Modifique o problema ligeiramente - ao considerar [T, ,imo pT conseguimos rela-
cionar o problema como a série hamonica H,,. E conhecido que H,, tende para o infinito

e isso implica que T, pimo ’%1 — 0.

Simplifique, explore dados e alcance metas taticas - para concluir o problema
. A . i—1 7. . .
consideramos uma sequéncia x; = [T5 % que comeca préximo de 1 e vai decaindo
+1
lentamente tendendo para 0. O numero N é grande o suficiente para que algum termo

dessa sequéncia esteja necessariamente no intervalo («, ).

Em outras palavras, nesse problema mostramos que o conjunto dos nimeros %

com m inteiro positivo é denso em [0, 1].
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Problema 3.8. Prove que, para qualquer « € R\ Q, e quaisquer s,t € R com s < t,

existem inteiros m,n com n > 0 tais que s < na +m < t.

Entenda o problema - este é mais um problema tipo "mostre que...".

Entenda os dados - temos um « irracional e um intervalo real (s, {).

Entenda o objetivo - queremos provar que qualquer intervalo real (s, t) possui um
numero da forma na + m. Em outras palavras, desejamos provar que o conjunto dos

numeros na + m é denso em R.

Modifique o problema ligeiramente - sabemos que podemos aproximar a muito
bem através das reduzidas da sua fracdo continua. Além disso, no capitulo 0 vimos
como aproximar ka para inteiros mais proximos. Adaptando esta ideia conseguimos

provar essencialmente que na é denso em (0, 1).

Simplifique, explore dados e alcance metas taticas - para concluir basta tomar n

talques < na < s+t—sem=—|kqua|[+]s]|.






FUNDAMENTOS

0.1 PRINCIPIO DA INDUGAO FINITA

Problema 0.1. (A) Demonstrar por indugdo que para n > 1 natural

(@ 12422 4. .. 42 = MOD2ne])

M) B+28+. - +nd=1+2+---+n)

© PP+22+--+m2)+ (17 +27+---+n")=2(1+2+---+n)*

sen 7(n21)x -sen %*
(d) senx+sen2x+---+sennx =

X
sen 5

Solucao

(a) Notemos que 12 = W donde a propriedade vale para n = 1 (base de

inducao). Suponha que a igualdade vale para n = k (hipdtese de inducao):

2= k(k+1)(2k+1)
D —

124224+
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(b)

(o)

Somando (k + 1)? dos dois lados

Pa22g e (a1 = NEEDERAD)

6
_ (k+1)(k+2)(2k +3)
- 6

Isso implica que a igualdade também vale para n = k + 1. Pelo PIF, a igualdade vale
para todo numero natural n > 1.

Primeiro, lembremos que 1+2+---+n = @ para todo natural n > 1 e o

problema € equivalente a provar que

2 2
13+23+...+n3:%

. . 7 . . 2 2 . ~
Veja que a propriedade é verdadeira para n = 1, pois 13 = % (base de indugao).

Suponha que a propriedade é verdadeira para n = k (hipétese de indugéo):

13+23+...+k3zw
4
Somando (k + 1)3 dos dois lados
2 2
13+23+--~+k3+(k+1)3=k(ké":'l)+(k+1)3

= (k+1)? <’i+(k+1)>

2
= (k+1) <k+ik+4)

(k+1)2(k +2)?
4

Isso implica que a igualdade também vale para n = k + 1. Pelo PIF, a igualdade vale

para todo nimero natural n > 1.

Novamente, lembremos que 1+2+---+n = % para todo natural n > 1. Assim,

o problema passa a ser provar que

1 4 4 14
(15+25+---+n5)+(17+27+--~+n7)=2(n(n+ )) _nntl)

2 - 8
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. A propriedade é verdadeira para n = 1, pois 1> + 17 = w (base de inducgéo).

Suponha que vale para n = k (hipotese de inducido):

P+2%+- -+ IO+ 17 +27+- - +k) = k4(k;1)4
Somando (k +1)° + (k + 1)” dos dois lados
P+ +(k+1))+ 17+ -+ (k+1)) = k4(k8+1)4+(k+1)5+(k+1)7
Desenvolvendo o lado direito:
"4("8”)4 (k+1° +(k+1) = (k+1)* ’;4 +(k+1)+(k+1) )

= (s 1) k4+8k+8+8(k+1)3>

)
=(k+1) 3

4 (K +8K3 +24k2+32k+16>

<k4+8k+8+8k3+24k2+24k+8>
— (k+1) (

~ (ks 1) (k4+4 KB-2+6-k*-22+4-k- 23+24>
8
_ (k+ )4k +2)*
8
Isso implica que a igualdade também vale para n = k + 1. Pelo PIF, a igualdade vale

para todo numero natural n > 1.

sen (1+21)x sen L.

X
(d) A propriedade é verdadeira para n = 1, pois senx = 2 (base de

sen z
inducdo). Suponha que essa propriedade seja verdadeira para n = k (hipotese de

inducéo):

(k+)x kx
sen === -sen 5

senx+sen2x+---+senkx =
sen2

Somando sen(k + 1)x dos dois lados

(k+Dx kx
sen —; sen 5

senx +---+sen(k+1)x = +sen(k + 1)x

sen 5
_ sen DY sen KX 4 sen(k + 1)x - sen &
sen 5
_ cos(%) — cos(FF) + cos(FFH) — cos(F52)
2sen 5
cos(3) — cos( (Zid)ry

2sen % 5
sen(—(kzz)x ) - sen(—(k+21)x )

X
sen 5
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Isso implica que a igualdade também vale para n = k + 1. Pelo PIF, a igualdade vale

para todo numero natural n > 1.

No desenvolvimento das equacoes usamos a seguinte identidade trigonométrica

cos(a — b) — cos(a + b)
2

sena-senb =

Problema 0.2. (A) Seja F, o n-ésimo termo da sequéncia de Fibonacci. Demonstrar que

para todo natural n > 1 temos
(@) F+FK+---+F =Fp—1

(b) Fpi1-Foo1 — F2=(—=1)".

© (1 1) ' _ <Fn+l Fy )
10 F, F,.1
(d (p)+ (”Il) + (”52) + (”g3) +- - - = F,,1, onde na soma interpretamos (') = 0 se k > m.
Solucao

(a) A propriedade é verdadeira para n = 1, pois F; = F3 — 1 (base de inducdo). Suponha

que é verdadeira para n = k (hipo6tese de inducéo):

FF+h+ ---+F=F,—1
Somando F,; dos dois lados e lembrando que Fi,q + Fyyp = F,3 temos
F+h+ - +F+Fy =F—1+Fg = By —1

Isso implica que a igualdade também vale para n = k + 1. Pelo PIF, a igualdade vale
para todo numero natural n > 1.
(b) Observemos que - Fy — F> =1-0—12 = —1 = (—1)! e a propriedade vale para

n = 1. Suponha que a propriedade é verdadeira para n = k:

Fop-Foq — F2 = (—1)
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Vamos desenvolver a expressdo para n = k + 1 lembrando que F,» = Fy1 + Fr e
Fy = Fey1 — Fr-1-
Fisz - Fe = Fay = (For + FOFc — Fy

= B Fe + F2 — F2,4

= Fe(Fen — Fe1) + B — Fy

= Fq — B B + B — By

= —(Fe1 B — F)

= (-1

= (=)

Isso implica que a igualdade também vale para n = k + 1. Pelo PIF, a igualdade vale

para todo numero natural n > 1.

1)

F F
Suponha que a igualdade vale para n = k (hipotese de inducéo)

k
11\ (Fa K
10 F.  Feq
Para 1 = k + 1 sabemos que para qualquer matriz A temos A**! = A - AF e usando
11
10
Fk+1 Fy 11
F 1 10

Fyo1 + F Fk+1
Fk + Fk 1

_ (Fk+2 Fk+1>
Fri Fe

Isso implica que a igualdade também vale para n = k + 1. Pelo PIF, a igualdade vale

1
11
(c) A propriedade vale para n = 1, pois (1 0) = (

a hipétese de inducéo:

g )

para todo numero natural n > 1.

(d) Para esse problema a base de inducdo deve ser formada por dois casos, pois

usaremos dois valores no passo indutivo.

Para n = 1 temos ((1)) =1=F, e para n = 2 temos (é) + (%) = 2 = F;. Entdo nossa

F
1) (base de inducéo).
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base com dois valores esta provada.

Suponha que a propriedade é verdadeira para n = k — 1 e para n = k, ou seja,

RGN N
(’5>+ <k11>+<k;2>+<kg3>+...=pk+l

Somando os termos da sequéncia de Fibonacci, F; + Fi,1 = Fr». Somaremos os dois
£os k k+1
somatorios lembrando que (;) =1 = (*;") e agrupando as parcelas que possuem

0 mesmo numero na parte de cima do binomial. Isso nos permite usar a seguinte

(") G- G)
+ =

m m—1 m
Assim, temos

o= (0T (1) e () (1) (57)
(o) (o) () () ()
(070 (2 )

Isso implica que a igualdade também vale para n = k + 1. Pelo PIF, a igualdade vale

identidade de binomiais

para todo nimero natural n > 1.

Comentdrio: existem outras formas de demonstragdo essa igualdade. Por exemplo,
pode-se argumentar que para n > 2 os dois lados da igualdade contam o numero de

subconjuntos do conjunto {1,2,---,n — 1} sem niimeros consecutivos.

Problema 0.3. (A) Demonstrar que
(a) n® —n é um multiplo de 6 para todo natural n.
(b) 5" — 1 é multiplo de 24 para todo niimero natural n par.

(c) 2" +1 é miuiltiplo de 3 para todo natural impar n.

Solucao

(a) Observemos que para n = 0 temos 0> — 0 = 0 que é multiplo de 6. Suponha que

k3 — k é multiplo de 6. Vamos desenvolver a expressio para k + 1:

(k+1>°—(k+1)=k>+3k>+3k+1—k —1=k>—k+3k(k+1)
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Por hipétese, k> — k é mtiltiplo de 6. Um dos ntimeros k ou k + 1 é par, entéo k(k + 1)
é multiplo de 2 e, portanto, 3k(k + 1) é multiplo de 6. A soma de dois multiplos de
6 é também multiplo de 6. Assim, pelo PIF concluimos que n® — n é multiplo de 6

para todo natural .

(b) Como a propriedade vale apenas para n par, podemos fazer inducdo de k para k + 2
ou podemos considerar n = 2m e fazer inducdo no m. Aqui usaremos a segunda
opgéo. Para m = 0 temos 520 — 1 = 0 que ¢ multiplo de 24. Supoha que vale para

m =k, ou seja, que 5% — 1 ¢ divisivel por 24. Para m = k + 1 temos
52(k+1)_1=52k+2_1=52k‘52_1 224‘52k+52k_1

O numero da primeira parcela é multiplo de 24, pois é 24 vezes um inteiro, e o
numero que resta é multiplo de 24 por hipétese. Logo o resultado é um multiplo de
24.

Assim, para todo natural m o ndmero 5% — 1 é multiplo de 24. Em outras palavras,

para todo natural n par temos que 5" — 1 é multiplo de 24.

(c) Como no item anterior podemos adotar duas abordagens: inducdo de k para k + 2
ou escrever n = 2m + 1 e fazer inducdo em m. Dessa vez usaremos a primeira
abordadem.

Para n = 1 temos 2! + 1 = 3 que é mtiltiplo de 3. Suponha que o nimero 2 +1 é

multiplo de 3 para k impar. O préximo nimero impar € k + 2 e temos

2241 =08.2241=3.2F 42k 41
O ntimero 3 - 2% ¢ multiplo de 3, pois tem o fator 3, e o ntiimero 2 + 1 é mdiltiplo de
3 por hipdtese. Concluimos que 2" + 1 é multiplo de 3 para todo natural n impar.

Comentdrio: nesse tipo de problema é muito importante observar a base de indugdo,
pois o passo indutivo funcionaria também para k par, jd que vai de k para k + 2, porém

€ impossivel encontrar algum numero ng par tal que 2" + 1 seja multiplo de 3.

Problema 0.4. (A) Mostre que para todo natural n > 4
(a) 2" < nl.

(b) 2n® > 3n? +3n+1.

Solucao



54 FUNDAMENTOS

(a) A inequacdo é verdadeira para n = 4, pois 2* = 16 < 4! = 24 (base de inducio).
Suponha que vale para 1 = k, ou seja, 25 < k! para algum k > 4. Paran=k+1>5
temos

2l 2k 2 < k1.5 <kl-(k+1) = (k+1)!

Logo, por PIF, temos 2" < n! para todo natural n > 4.

(b) Dividindo os dois lados por #> temos

1
2n3>3n2+3n+1<:)2>§+i+—
n n? nd

Provaremos esta ultima inequacéo por indugao. Para n = 4 temos

3 3 1 3-4243-4+1 6l

3,3 1 _347+3-4+1 6l
ittt e 2 61 <

Suponha que a inequacgéo ¢é verdadeira para n = k, ou seja,

2>§+3+l
k k2 k3
Para n = k + 1 sabemos que%>ﬁ,kl—z> (k+11)2 ek1—3> (k+11)3 que implica
3 3 1 3 3 1

2> T4+ 4o
R g Tl P s VI PO N
Logo a desigualdade vale para todo natural n > 4 por PIF.

Problema 0.5. (OI) Dado um inteiro positivo n, definimos T(n,1) = n e, para todo
k> 1, Tn,k+1) = nT"H_ Prove que existe c € IN tal que, para todo inteiro k > 1,

T(2010,k) < T(2,k + c). Determine o menor inteiro positivo ¢ com essa propriedade.

Solucao

Comecamos vendo que ¢ = 2 ndo funciona para k = 1:
T(2010,1) = 2010 > T(2,3) =22 =2* =16
Vamos provar que o menor inteiro é ¢ = 3. Para k = 1 temos
T(2010,1) = 2010 < T(2,4) = 27?3 = 216 = 65536
Para n > 2 provaremos por inducio que T(2, 7 +3) > T(2010, 7)?. Para n = 2 temos

T(2010, 2)2 — 20102-2010 < (211)2-2010 — 222~2010 — 244220

T(Z, 5) — 2T(2,4) — 265536 > 244220 > T(ZOlO, 2)2



0.1 PRINCIPIO DA INDUCAO FINITA

Suponha que vale para 1 = k, ou seja, que T(2, k +3) > T(2010, k)*. Para n = k + 1 temos
T(2010,k+ 1)2 — 20102-T(2010,k) < 222~T(2010,k) < ZT(ZOlO,k)Z < 2T(2,k+3) — T(z’k +4)

Nas passagens usamos que 2010 < 2 = 2048 e que 22 < T(2010, k) ja que T(2010, k) é
no minimo 2010.
Logo, por PIF, para todo natural n > 2 temos T(2,n +3) > T(2010, n)> > T(2010, n).

Comentdrio: neste problema foi necessdrio provar um resultado mais forte para que
a indugdo funcionasse, pois T(2010,k) < T(2,k + 3) ndo € suficiente para provar que
T(2010,k+1) < T(2,k +4).

Problema 0.6. (A) Mostre que para quaisquer n e k inteiros positivos temos
<n> <n+1> <n+2> <n+k> <n+k+1>
+ + +e+ = .
n n n n n+1

Provaremos por inducdo que para todo natural k vale essa igualdade para todo inteiro

Solucdo

n+l
n+l1

positivo 1. A igualdade vale para k = 0, pois (},) =1 = (};) (base de inducéo). Suponha

que vale para k = m (hipdtese de inducdo), ou seja,

<n> <n+1> <n+2> <n+m> <n+m+1>
+ + + + = .
n n n n n+1
Somando ("*"*1)
n n+m+1 n+m+1 n+m+1 n+m+2
+ -+ = + =
n n n+1 n n+1

Veja que na ultima passagem usamos a igualdade de binomiais (";1) + (;j) = (;) para

dos dois lados temos

quaisquer x e y inteiros positivos. Logo, pelo PIF, a igualdade vale para quaisquer n e k

inteiros positivos.

Problema 0.7. (A) Demonstre a férmula do binémio de Newton para n natural:

(x+y)" = <g> X" + (T;) X lydot (n i 1) xy" 1+ <Z>y”.

Solucéao
Para nn = 0 temos (x +¥)° = 1 = (J)x%°. Suponha que o binémio de Newton ¢ verdadeiro

para n = k, ou seja,

(X +y)k — (’5) Xk + (Ilc> xk71y+ et <k f 1> xyk71 + (]]z) yk
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Multiplicando os dois lados por x + i temos

e+l = (x+y) <<’S> 4 (’;) T <k f 1> tl <:>yk>

k+1

Haverd apenas uma parcela com x***: x('(‘))xk = (kgl)xk“. E o mesmo acontece para

k+1—t

y**1. As demais parcelas x'y aparecem em pares que somados

k F—1, k+1—t kY ¢ k-t
x<t_1)x y +y ; x'y
_ k k bt _ (KA1 b 1
<((50) ()= (1)

Dessa forma, temos
k+1 k+1 k+1 k+1
(x+y)l = < g )xk+1+ < Jlr >xky1+m+< Z )xlyk+ (kil)ykﬂ
e 0 bindbmio de Newton vale para todo »n natural.

Problema 0.8. (A) Encontrar com demonstragdo uma expressdo para o multinémio
(x14+ x4+ xp)"

em termos dos coeficientes multinomiais

onde iy +---+i=mn.

Solucéo
Provaremos por indugdo em n que

n . . .
o+t ot = Y ( )x?x?---xif

i +ip+---+ip=n 1,12, ., 1k

Primeiro faremos a base de inducfo. Para n = 0 temos (x; +xo+---+x)° = 1 =

(o 0 )XY - - x). Suponha que é verdade para n = m, ou seja,

m . . .
(r+xp+-+x)" =) < .)xlllxlzz---x;{k

i +ig+---+ig=m 1,12, -,k

Podemos multiplicar os dois lados dessa equacdo por (x1 + x3 + - - - + x;). De um lado
teremos (X1 + X2 + - - - + x¢)"*1. Do outro teremos cada x; multiplicando termos cuja soma
dos expoentes era m. Podemos concluir as somas dos expoentes dos resultados serdo

todas m + 1. Para certa soma iy +ip + - - - + i, = m+ 1 vejamos o coeficiente de x’f x’f . x;f.
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1 . m

-yl i
x; que contribuem com (il,...,iffl,...,ik

Essas parcelas vem de x;xy' - - - x ). Portanto

o coeficiente de x'x7 - - - x}* é

oai) (i) = G i)
it—1in...,ic)  Ninyia—1...,0) " \ipinee,ig—1

Multiplicando o numerador e o denominador da primeira parcela por i;, os da segunda

parcela por i, e assim por diante até o da ultima parcela por i, teremos

mlip+mlip+---+mlip  (m+1)!) _< m+1 )

| | | |

SRR SRR il/"‘/ik

Entdo, por PIF, concluimos que a igualdade vale para todo natural #.

Problema 0.9. (OI) Considere n retas em posicdo geral em um plano, isto €, sem que haja

duas retas paralelas ou trés retas concorrentes em um mesmo ponto.
(a) Determine (em fungdo de n) o niimero de regides em que as retas dividem o plano.

(b) Demonstre que é possivel colorir essas regides com duas cores sem que duas regides
viginhas tenham a mesma cor (duas regioes sdo vizinhas se elas possuem um segmento

de reta em comum).

Solucao

(a) Chamaremos de r, o numero de regioes formadas por # retas. Podemos verificar
os valores iniciais de r,: r; = 2, r, = 4 e r3 = 7. Provaremos por inducdo que
r, =1+ @
A base da inducdo ja esta feito nos valores iniciais. Suponha que quaisquer k retas
em posicdo geral dividem o planoem r; = 1+ @ regides. Considere um conjunto
de k + 1 retas. Escolha uma das retas s e ignore essa reta por enquanto. Entdo as
outras k retas dividem o plano em r; regides. Agora vamos analisar a influéncia
da reta s. Como as retas estdo em posicao geral a reta s intersecta cada uma das k
outras retas em k pontos distintos dois a dois. Esses pontos formam 2 semirretas e
k — 1 segmentos de reta. Entdo existem 2+ k — 1 = k + 1 regides formadas pelas k
retas que sdo particionadas pela reta s em duas regides. Isso resulta em um saldo
de mais k + 1 regides. Portanto, o niumero de regioes formadas pelas k + 1 retas é

k(k+1) N 2(k+1) 14 (k+1)(k+2)

= k+1=1
Ti+1 Y+ K+ + 5 5 5

Isso conclui nossa demonstracao por inducéo.
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(b) Vamos usar as cores preto e branco. Para n = 1 temos duas regioes e colorimos
uma de preto e a outra de branco. Suponha que para qualquer conjunto de k retas
é possivel colorir as regides de modo que regides vizinhas tenham cores distintas.
Considere um conjunto qualquer de k + 1 retas. Escolha uma das retas s e a ignore
por enquanto. As regides formadas pelas outras k retas podem ser coloridas por
hipdtese de inducdo. Agora volte a considerar a reta s. A reta s divide o plano
em dois semiplanos. Em todas as regidoes de um semiplano mantenha a coloragdo
usada para k retas e em todas as regides do outro semiplano inverta as cores, ou
seja, se a regido estava colorida de preto troque para branco e vice-versa. Assim, as
regides vizinhas que tem lado comum sobre s terdo cores distintas, uma foi mantida
e a outra invertida, e as regides vizinhas que tem lado comum sobre outras retas
possuem cores distintas por hipétese de indugédo. Dessa forma, é possivel colorir
todas as regides com duas cores sem que duas regides vizinhas tenham a mesma

COr.

Problema 0.10. (OI) Demonstrar que para cada niimero natural n existe um niumero

natural M satisfazendo simultaneamente as seguintes duas condigbes:
(1) M possui n digitos pertencentes ao conjunto {1,2}.

(ii) M é divisivel por 2".

Solucao
Para cada n > 1 mostraremos que existe um numero M, com as propriedades listadas.
Para n = 1 tomamos M; = 2 (base de inducdo). Suponha que para n = k temos um
M;, formado por k digitos do conjunto {1,2} que seja divisivel por 2. Considere os
seguintes dois nimeros com k + 1 digitos A = 10 + My e B = 2- 10* + M. J4 que M;
é divisivel por 2 sabemos que M = 2¥ -t para algum inteiro t. Se t for impar tome
M1 = A = 2K(5F + 1) que é divisvel por 251, pois 5% + t é par. Por outro lado, se ¢ for
par tome My,1 = B = 2K(2 - 5¥ + t) que é divisvel por 2K*1, pois 2 - 5¢ + t é par. Portanto,
a partir de M sempre podemos construir o My, com k + 1 digitos do conjunto {1,2}

que seja divisivel por 251, Por PIF, fica provado que existe M,, para todo natural n > 1.

Problema 0.11 (IMO1987). (OA) Mostre que ndo existe uma fungdo f:IN — IN tal que
f(f(n)) = n+1987 para todo n € IN.
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Solucao
Vamos resolver esse problema por contradi¢do. Suponha que existe uma funcio que

satisfaz essa condicdo. Veja que

fF(f() = f(n+1987) = f(n) +1987

Entdo, por inducdo podemos provar que para quaisquer naturais n e m vale a equagéo

f(n+1987m) = f(n)+1987m. A base j4 estd feita e para o passo de inducdo
F(n+1987(k +1)) = f(n + 1987k +1987) = f(n + 1987k) + 1987 = f(n) + 1987k + 1987

Dessa forma, para determinar o f(n) para todo n basta determinar f(r) para r €
{0,1,---,1986}. Tome f(r) = 1987k +s onde k e s s@o inteiros tais que k > 0 e
0 <s < 1987. Temos

f(f(r)) =r+1987 = f(1987k +5) = f(s) + 1987k

Veja que 1987k < f(s) + 1987k = 1987 +r < 1987 - 2 implicando k =0 ouk =1. Sek =0
entdo f(r) =se f(s) =r+1987. Se k =1 entdo f(r) = s+ 1987 e f(s) = r. Nos dois casos
podemos concluir que r # s, pois caso fossem iguais teriamos r = r + 1987 que é uma
contradicdo. Assim, o conjunto R = {0,1,---,1986} dos restos na divisdo por 1987 é

particionado em pares {x, y} tais que

f(x)=ye f(y) = x+1987

Porém, |R|= 1987 é impar e é impossivel particionar o conjunto em pares de elementos.
Como chegamos em uma contradicdo, podemos concluir que a suposicao inicial é falsa

e que ndo existe uma funcéo f satisfazendo essa condicdo.

0.2 PRINCIPIO DA CASA DOS POMBOS

Problema 0.12. (A) Escolhem-se 7 pontos no interior de um retdngulo de dimensoes 2 x 3.

Demonstrar que sempre € possivel encontrar dois pontos tal que sua distdncia é menor ou

igual a V2.

Solucéao
Divida o retangulo em 6 quadrados 1 x 1. Essas serdo nossas “gavetas”. Como escolhe-
mos 7 pontos, pelo PCP existem dois pontos no mesmo quadrado 1 x 1. A distancia

entre esses dois pontos é menor ou igual a diagonal desse quadrado que mede /2.
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Vamos provar esse fato sobre o quadrado. Considere dos pontos X e Y no interior ou no
bordo de um quadrado ABCD de lado 1. Suponha que a reta XY intersecta os lados do
quadrado nos pontos Z e W. Temos XY < ZW. Se Z e W estdo em lados consecutivos
do quadrado, por exemplo AB e BC, temos ZW = v/BZ2 + BW2 < vVBA2 + BC? = /2.
Se Z e W estdo em lados opostos do quadrado trace a perpendicular ZT por Z ao lado
que contém W. Temos ZW = VZT? + TW2 < V12 +12 = /2.

Problema 0.13. (A) Escolhem-se 9 pontos no interior de um quadrado de lado 1. De-
monstrar que € possivel escolher 3 deles de tal forma que a drea do tridngulo que formam

€ menor ou igual a %.

Solucao
Divida o quadrado em 4 quadrados menores de lado % Como sdo 9 =4 x 2+ 1 pontos
podemos afirmar que hd 3 pontos em um desses quadrados. Provaremos que a maior
area possivel que esse tridangulo pode ter é %.
Sejam X, Y e Z trés pontos no interior do quadrado de lado % A reta YZ intersecta o
quadrado nos pontos R e S. Temos [XYZ] < [XRS]. Suponha que a reta XR intersecta
o quadrado novamente no ponto T # R. Temos [XYZ] < [XRS] < [TRS] e os vértices

desse tridngulo estdo no bordo do quadrado. Temos dois casos para tratar.

(i) Se dois vértices estdo sobre um mesmo lado do quadrado. Suponha que sejam

R e S sobre um lado e que hr € a altura de T relativa a esse lado. Temos

_ RSk 1/2-1/2 _ 1
[TRS] = Rl < 1212 - L

(ii)) Se ndo ha dois vértices sobre um mesmo lado do quadrado. Seja ABCD o
quadrado de lado % Suponha sem perda de generalidade que T, R e S estdo sobre
os lados AB, BC e CD, respectivamente. Trace por R uma reta paralela a reta
TS. Ela corta o lado AB ou o lado CD num ponto R’. Pode cortar ambos se a reta
TS for paralela ao lado BC, mas nesse caso R’ pode ser qualquer dos pontos de
intersecdo. Veja que [TRS] = [TR’S], pois podemos calculd-las usando a mesma
base TS e a mesma altura relativa a essa base ja que a reta RR’ é paralela a reta
TS. Mas o tridngulo TR’S se encaixa no caso anterior e ja provamos que sua area

€ no maximo %.

Problema 0.14. (A) Dadas 6 pessoas numa festa, demonstrar que necessariamente existem
3 pessoas que se conhecem mutuamente ou 3 pessoas que ndo se conhecem mutuamente.
Suponha que a relagdo de conhecer é simétrica. Este é um caso particular do teorema de

Ramsey, veja por exemplo [17].
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Solucao

Considere uma pessoa A entre as 6 pessoas. Essa pessoa tem 5 = 2 x 2 + 1 relagbes com
as outras pessoas. Pelo PCP pelo menos trés dessas relacoes sdo conhece ou pelo menos
trés sdo de ndo conhece. Suponha sem perda de generalidade que A conhece trés ou
mais pessoas. Separemos um conjunto de trés pessoas entre as pessoas que A conhece
{B,C,D}. Se duas pessoas desse conjunto se conhecem, entio junto com A formam
um conjunto de trés pessoas que se conhecem mutuamente. Por exemplo, B conhece C
entdo A, B e C sdo 3 pessoas que se conhecem mutuamente. Por outro lado, se ndo
existirem duas pessoas desse conjunto que se conhecem, entdo B, C e D sdo 3 pessoas
que ndo se conhecem mutuamente.

Vale notar que com 5 pessoas é possivel que ndo existam 3 que conhecem mutuamente
nem 3 que ndo se conhecem mutuamente. Para provarmos basta dar um contraexemplo.
Imagine 5 pessoas ao redor de uma mesa redonda em que cada pessoa conhece seus
2 vizinhos da esquerda e da direita e ndo conhece as outras 2 pessoas. Assim, para

quaisquer 3 pessoas dessas 5 havera duas que se conhecem e duas que nao se conhecem.

Problema 0.15. (OI) Do conjunto A ={1,2,...,99,100} escolhemos 51 niimeros. De-
monstrar que, entre os 51 nitimeros escolhidos, existem dois tais que um € multiplo do

outro.

Solucao
Cada ntumero inteiro positivo n pode ser escrito de maneira inica como 2* - [ com « e |
inteiros ndo-negativos e [ impar. Chamaremos I de parte impar de n.
Para provar isto basta dividir n por 2 até obter um resultado impar. Nesse caso [ serd
esse resultado e a serd o numero de divisdes. Por exemplo, 13 = 2°-13 e 20 = 22 - 5.
Vejamos a unicidade. Suponha que 2%t - [; = 2% - [,. Se aq > ap terfamos 217 %2 . [; = [,
implicando I, par que é uma contradicdo. Analogamente ndo podemos ter a7 < ap.
Portanto, a1 = &y e apds cancelar as poténcias de 2 temos 1 = .
Podemos particionar os nimeros do conjunto A de acordo com suas partes impares.
Essas serdo nossas “gavetas”. Como existem 50 partes impares possiveis (impares de
1 até 99) e escolhemos 51 numeros, pelo PCP dois niimeros a > b possuem a mesma
parte impar. Nesse caso, ; = 2*7Y ¢ inteiro e a é multiplo de b.
Veja que se escolhermos apenas 50 niimeros, entdo € possivel que nao existam dois
tal que um é multiplo de outro. Tome por exemplo {51,52,...,100}. Para quaisquer

a

dois numeros a e b desse conjunto com a > b temos { ndo pode ser inteiro, pois
a 100
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Problema 0.16. (T) Dado um numero irracional u, demonstrar que sempre € possivel

encontrar infinitos numeros racionais g, p,q € Z, de tal forma que

Solucao
Nesse problema usaremos a mesma ideia usada no exemplo 0.12. Assim provaremos
que existem inteiros n, k e m tais que 0 < k < n e |ku — m|< % Seja n um inteiro com
n > 2. Considere os nimeros {ku} para k =1,2,...,n. Particione o intervalo [0,1) em
n partes de tamanho %:

o0 =02 oL )2 D)o [ )

7 7
nn nn n

1 n—1 _ 5 P,

Se {ku} € [0, ;) ou {ku} € [*=,1) paraalgum k =1,...,n — 1, entdo temos os inteiros
procurados. Caso contrario, pelo PCP havera duas partes fraciondrias {ju} e {ku} com
1 <j <k <n—1 pertencentes a um mesmo intervalinho dentre os n — 2 restantes.

Sendo x = (k — j)u, teremos

{ku} — {ju} se {ku} > {ju}
1+ {ku} — {ju} se{ku} < {ju}

e portanto {x} € [0,2) ou {x} € [}, 1), assim k — j satisfaz as condicdes desejadas.
Nesse caso também provamos que os inteiros #, k e m existem.

Veja agora que
1

K2
Isso prova que existe um racional. Para provar que existem infinitos usaremos uma

|ku—m\<1:>)u—ﬂ‘<i<
n k kn

sequéncia. Para n; = 2 podemos encontram kj e m tal que

1 1

Mle 2 <2
k1n1 k%

Tk

nmy

Tome n, tal que n% < )u -l Usando a estratégia acima encontraremos kj e m; de

modo que
my 1 1
u _ [
k2 kzi’lz k‘%
E temos
Lom|_ 1 1 [ om
kz kznz ny kl

Nossa construcdo gera racionais cada vez mais proximos de u e, portanto, distintos dois

a dois.
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Problema 0.17 (IMO1985). (OA) Dado um conjunto M com 1985 inteiros positivos
distintos, nenhum dos quais tem divisores primos maiores do que 23, mostre que hd 4

elementos em M cujo produto é uma quarta poténcia.

Solucao

De 1 até 23 existem 9 fatores primos. Entdo cada um dos inteiros positivos pode ser
escrito como py'p5® - - - py’ com x; inteiro ndo-negativo. Considerando que cada x;
é par ou fmpar temos 2° = 512 possibilidades de paridades para os expoentes. Se
considerarmos 513 entre os 1985 numeros, entdo pelo PCP existem dois numeros a e b
com exatamente as mesmas paridades nos primos. Dai o produto a - b tera expoente
par em todos os primos, ou seja, podemos escrever a - b = p/ p3/ - . pt°.

Podemos separar a e b e repetir o processo com os 1983 > 513 numeros restantes.

Assim, podemos formar 1283513

= 736 pares de nimeros e ainda um a mais com os
513 numeros que sobraram. Como temos 736 + 1 = 737 pares e 737 > 512 podemos

usar o PCP para afirmar que existem dois pares com mesma paridades do y;. Suponha

. . 2 2 2
que os pares {a, b} e {c,d} possuem essa propriedade, ou seja, a - b = p;’' p5"* - - - p5”°,
c-d= p%m p%zz e pgz" e y; +z; € par para cada p;. Concluimos que o produto dos quatro

numeros do conjunto {a,b,c,d} é uma quarta poténcia, pois

abed = pi(}/1+21)p§(y2+22) . pg(y9+z9).

Problema 0.18 (OIbM1998). (OA) Determinar o minimo valor de n para o qual, de
todo subconjunto de {1,2,...,999} com n elementos, é possivel selecionar quatro inteiros

diferentes a, b, c,d tais que a +2b+ 3¢ = d.

Solucao

A resposta € 835. Lembrando que este tipo de problema possui duas partes: um exemplo
com 834 elementos no qual ndo é possivel selecionar os quatro inteiros e provar que em
qualquer subconjunto com 835 elementos é possivel selecionar os quatro inteiros.
Para a primeira parte tome o conjunto {166,167,168,...,999} com 999 — 166 + 1 = 834
elementos. Veja que a+2b+3c > 168+2-167 +3-166 = 1000 > 999 > d e ndo é
possivel selecionar quatro inteiros tais que a +2b + 3¢ = d.

Para a segunda parte considere um conjunto qualquer com 835 elementos 1 < a7 < ap <
az < --- < agss < 999. Veja que a7 < 165, pois de 166 até 999 ha apenas 834 elementos.
Analogamente, a, < 166. Defina D = 2a, + 3a1. Veja que D < 827 = 999 — D > 172.
Faremos casos em relacdo aos possiveis valores de D. Agora considere os seguintes
numeros formados usando a;: 3a; +as, 3a; + 4y, ..., 3a1 + agss. E considere os seguintes

numeros formados usando ay: a3 — 24>, a4 — 2a>, ... € agzs — 2a>. O maior valor

63



64

FUNDAMENTOS

possivel para esses ntimeros € 3a; + agss < 3 - 165+ 999 = 1494 e o menor valor possivel
éazy—2a, > a,+1—2a, =1—a, > —165. Entdo temos 2 - 833 = 1666 nimeros, esses
serdo nossos pombos, que vao de —165 até 1494, essas serdo as casas de pombos. Sdo
1494 — (—165) + 1 = 1660 valores distintos entdo pelo principio da casa dos pombos
algum valor serd repetido. Os numeros formados usando a; sdo distintos entre si e o
mesmo acontece com os numeros formados usando a,. Assim, existem 4; e a; tal que
3ay +a; = aj — 2a;. Note que i #j, pois 3a; > 0 > —2a,. Entdo encontramos uma

solugéo a; = a; +2a; + 3a;.

Problema 0.19. (OI) Demonstre que de qualquer conjunto de 2! — 1 niimeros inteiros

positivos € possivel escolher 2" elementos de tal forma que sua soma ¢ divisivel por 2".

Solucao
Vamos fazer por inducfio em n. Para n = 0 em um conjunto com 2! — 1 = 1 nimero
podemos achar 2° = 1 niimero que seja divisivel por 1. Para o passo de inducio suponha
que a propriedade é verdadeira para 1 = k, ou seja, para qualquer conjunto de 21 — 1
temos 2X elementos cuja soma ¢é divisivel por 2¥. Para n = k + 1 considere um conjunto
qualquer com 25*2 — 1 elementos. Tome 25*! — 1 elementos e, pela hipétese de inducio,
existem 2F cuja soma é divisivel por 2k. Separe esses 2f niimeros num conjunto A.
Restam 2842 — 1 — 2¢ > 21 _ 1 nimeros. Podemos usar a hipétese novamente e
encontrar outros 2X niimeros cuja soma ¢ divisivel por 2%, Separemos esses 2X niimeros
num segundo conjunto B. Restam ainda 2k — 1 — 2.2k = 21 _ 1 e podemos usar
a hipétese pela terceira vez e encontrar o conjunto C com 2* elementos e soma dos
elementos divisivel por 2€. Sejam 2F -4, 2% . b e 2F. ¢ as somas dos elementos dos
conjuntos A, B e C, respectivamente. Pelo PCP dois dos nimeros do conjunto {4, b, c}
possuem mesma paridade. Suponha sem perda de generalidade que sédo a e b. Entao
temos a + b par, 2K(a + b) é divisivel por 25! e o conjunto A U B possui 2k + 2K = 2k+1

elementos cuja soma é divisivel por 2+1,

Problema 0.20 (IMO2001). (OA) Sejam ny,ny, ..., ny, inteiros com m impar. Denotemos
por x =(x1,...,Xy) uma permutagdo dos inteiros 1,2, ...,m, e definamos f(x) = x1nj +
“+ -+ XpNy. Demonstre que existem duas permutagdes a e b tais que f(a) — f(b) € divisivel

por ml.

Solucéao
Existem m! permutacdes e, portanto, m! valores de f(x). Existem m! restos possiveis na
divisdo de f(x) por m!. Se algum dos restos ndo aparece entre os f(x), entdo temos !

numeros e m! —1 restos. Pelo PCP duas permutagdes a e b deixariam o mesmo resto por
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m! e f(a) — f(b) seria divisivel por m!. Entdo devemos analisar a outra possibilidade,
ou seja, se f(x) cobre todos os restos na divisdo por m!. Como as quantidades de f(x)
e de restos sdo iguais, cada resto aparece exatamente uma vez. Nesse caso, vamos
somar f(x) sobre todas as permutac¢des de duas formas. A primeira forma observando
0S restos.

(m! —1)m!

Zf(x)=m!a0+0+m!a1+1+...+m!am1,1+(m!—1)=m!k+ 5
X

Como m é impar, podemos concluir que esse valor ndo é multiplo de m!.
Mas também podemos calcular usando a férmula de f(x). Veja que x; = 1 para
(m — 1)! permutacoes, x1 = 2 para (m — 1)! permutacoes e assim por diante. Chamando

N =ny+ny+...+n, podemos desenvolver o somatério
Y f)=m@ 42+ +m)m— 1)+ +ny(1+2+- - +m)(m — 1)!
X

@(m_l)!:mw.m”

Nesse caso, o mesmo valor visto anteriormente é multiplo m!. Isso implica uma

=N.

contradicdo. Entdo é impossivel que todos restos na divisdo por m! apareceram entre os
f().

Problema 0.21 (IMO1991). (OA) Seja S = {1,2,...,280}. Encontre o menor inteiro n
para o qual todo subconjunto de S com n elementos contém cinco niimeros que sdo dois a

dois primos entre si.

Solucao
Provaremos que n = 217. Primeiro vamos mostrar um exemplo com 216 tais que
qualquer conjunto de cinco numeros tem dois que ndo sdo primos entre si. Para isso
considere todos os numeros que sdo multiplos de 2, 3, 5 ou 7. Podemos contar essa

quantidade usando o principio da Inclusido-Exclusdo
|My U M3 U Ms U My|= | Ma|+|Ms|+|Ms|+| M|
—|Ms|—|Mo|—[Maa|—|Mis| —|Ma1| = Mss|
+| Mo |+ Maz|+|Mzo|+| Mios | — | M210]
=140+93+56+40—-46 —-28 —-20—-18—-13 -8

+9+6+4+2—1=216

Tomando quaisquer cinco nimeros dessa unido pelo menos dois estardo no mesmo

conjunto My, M3, Ms ou My, pelo PCP, e estes dois terdo um fator primo em comum.
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Agora provaremos que para qualquer subconjunto A de S com 217 nimeros existem
5 que sdo dois a dois primos entre si. Veja que o conjunto das unidoes dos multiplos
de 2, 3, 5 e 7 possui 4 niumeros primos e 212 compostos. Fora dele existem 8 nimeros
compostos em S: 112,11-13,11-17,11-19, 11 -23, 132, 13-17, 13- 19. Se usarmos
apenas primos maiores ou iguais a 17 o menor niimero composto ¢ 172 = 289 > 280.
Assim, S é composto por 220 niimeros compostos, um nimero 1 e 59 primos. Se dos
60 ultimos nimeros tomarmos 5 nimeros entdo temos 5 numeros primos entre si dois
a dois. Entdo resta analisar quando A tem no maximo 4 elementos entre esses e pelo
menos 213 nimeros compostos. No total S possui 220 nimeros compostos e no maximo
7 numeros compostos de S ndo estdo em A. Tome os seguintes 8 conjuntos de 5 niimeros

compostos de S.

X,={2-2,3-3,5-5,7-7,13-13}

X, ={2-23,3-19,5-17,7-13,11-11}
X3={2-29,3-23,5-19,7-17,11-13}
X, ={2-31,3-29,5.23,7-19,11-17}
X5 ={2-37,3-31,5-29,7-23,11-19}
Xe={2-41,3-37,5-31,7-29,11-23}
X7 ={2-43,3-41,5-37,7-31,13-17}
Xg = {2-47,3-43,5-41,7-37,13-19}

Como existem no maximo 7 numeros compostos que ndo estdao em A temos X; C A
para algum i entre 1 e 8 e esse conjuntos é formado por 5 nimeros dois a dois primos
entre si.

Os conjuntos usados na segunda parte da solucdo foram consultados em [14].
Concluimos que para qualquer conjunto com 217 elementos de S possui cinco nimeros

dois a dois primos entre si.

Problema 0.22 (Erdés). (OA) Mostre que toda a sequéncia com n? + 1 niimeros reais
contém ou uma subsequéncia crescente com n + 1 termos ou uma subsequéncia decrescente

com n +1 termos.

Solucéao
Sejam x1, Xxp, ..., X,2,1 0s temos da sequéncia. Para cada x; definimos y; como o nimero
maximo de termos de uma subsequéncia crescente comecando com x;. Se existe

yi > n+1 entdo conseguimos uma subsequéncia crescente com # + 1 termos. Suponha
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que nfo existe, ou seja, para todo i temos 1 < y; < n. Como sdo n? + 1 termos
podemos afirmar que algum dos valores de 1 até n aparece pelo menos {#W =n+1
vezes. Considere os n + 1 termos x; que possuem 0s mesmos y; em ordem crescente
de indices x4, X4y, . .., Xa,,, COM Y4 =Yg, = - - = Yg,,,- NOte que x, > Xy, POis caso
contrario poderfamos construir uma subsequéncia comecada por x,, que incluisse x,,_,
e, consequentemente, v, teria que ser maior que y, _, mas nessa subsequéncia os y;
sdo iguais. Logo x,, > x,, > -+ > x,,, formando uma subsequéncia decrescente com

n +1 termos.

Problema 0.23. (OI) Pintamos todos os pontos do plano de azul, verde ou preto. Mostre

que existe no plano um retangulo cujos vértices tém todos a mesma cor.

Solucao
Considere quatro pontos em uma mesma reta vertical. Pelo PCP existem dois deles
pintados da mesma cor. Agora considere 3* + 1 = 82 colunas de quatro pontos tais que
os primeiros pontos de cada linha estdo numa mesma reta horizontal, os segundos
estdo numa horizontal, assim como os terceiros e os quartos. Por exemplo, no plano
cartesiano podemos tomar os pontos (x,y) tais que 0 < x < 81 e 0 < y < 3. Existem
3* = 81 maneiras de pintar cada quatro pontos em coluna. Tendo 82 colunas temos
duas colunas com a mesma colorac¢éo pelo PCP. Mas como vimos antes essas colunas
possuem dois pontos da mesma cor. Entdo tomando os dois pontos da mesma cor na
primeira coluna e os correspondentes dois pontos da mesma cor na segunda coluna

temos um retdngulo com todos os vértices da mesma cor.

0.3 DIVISIBILIDADE
0.4 ™MDC, MMC E ALGORITMO DE EUCLIDES
0.5 O TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA

Problema 0.24 (IMO1959). (A) Mostre que a fragdo %}LZ:‘; ¢ irredutivel para todo n

natural.
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Solucao

Basta calcular o mdc do numerador e do denominador. Temos

mdc(21n +4,14n + 3) mdc((21n + 4) — (14n + 3), 14n + 3)
= mdc(7n+1,14n + 3)

= mdc(7n+1,14n+3 — 2(7n+1))

= mdc(7n+1,1)

1.

Problema 0.25. (A) Encontre todos os inteiros positivos tais que

(a)
(b)
©
()

n+1|n®—1

2n—1|nd+1

1,1 _ 1
ntwm T 13

2 +5 | nt+n+1

Solucao

(a)

(b)

(o)

Para todo inteiro n temos n+1 | n®+1=(n+1)(n> —n+1). Logon+1|n®—1=
n®+1—2 <= n+1|2e o unico inteiro positivo que satisfaz essa equaciio é
n=1.

Para todo inteiro n temos 2n — 1 | 8n® — 1 = 2n)® — 13 = 2n — 1)(2n)> +2n + 1).
Assim2n —1|n3+1 = 2n—1|81°+8=8n>-1+9 = 2n—1|9. Temos
2n—1=1,30u9en =1, 2 oub. Testando esses valores vemos que os trés sio
solucbes. E importante testar, pois um ou mais passos foi implicacio ( =) que
ndo era equivaléncia ( <= ). Isso limita as possibilidades, mas nao é equivalente
a propriedade original. Em outras palavras, todos os valores da condicao inicial
aparecem na condicdo final, mas para saber quais realmente funcionam precisamos

testas.

A equacdo dada é equivalente a % = 1}1—3 <— 143m+143n = mn <+—

mn — 143m — 143n + 143% = 143> <= (m — 143)(n — 143) = 143%. Considerando

a fatoracfio em primos 1432 = 112 - 132 e que n — 143 > —143 temos
n—143 = —-11?,-13,-11,-1,1,11,13,11%,11-13,13%,11% - 13,11 - 13% ou 11? - 132,
E o conjunto solucdo de n nos inteiros positivos é

{22,130,312,142,144, 154,156,264, 286, 312,1716,2002,20592 }
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(d) Temos que 2n®+5 | 2n* +5ne2n®+5 | n*+n+1 = 2n3+5 | 2n*+2n+2 =
2n* +5n — 3n +2. Isso implica 213 +5 | 3n — 2. Podemos usar a limitagio [21% +5|<
|3n — 2|. Como n ¢é inteiro positivo temos n > 1,3n —2 > 1 e 2n®+5 > 7. Logo
2m3+5 <3n—2 < 21 -3n+7 <0 <= n@2n®>—-3)+7 < 0. Paran > 2
temos 2n> —3 > 0en(2n®> —3)+7 > 0. Paran=1temos2-13 —-3-1+7 =6 > 0.

Portanto, nenhum inteiro positivo satisfaz essa divisibilidade.

Problema 0.26. (A) Demonstre:
(a) sem | a—b, entdo m | ak — b* para todo natural k.

(b) se f(x) é um polindmio com coeficientes inteiros e a e b sdo inteiros quaisquer, entdo
a—>b| f(a)— f(b)

(c) se k é um natural impar; entdo a+b | ak + vk,

Solucao

(a) Primeiro, veja que para k = 0 temos m | a® — b° = 1 — 1 = 0. Para k > 1 provaremos

por inducédo em k que

d— b =@ —-b)@ 1 +d" 20+ 30+ DY
Para k = 1 temos a' — b! = (a — b)(ab°). Suponha que a equacio é verdadeira para
k = ko. Veja que

ak0+1 _ bk0+1 — ﬂk0+1 _ abko + abko _ bk0+1

a(al — b) + bFo(a — b)

(a — bY@~ +a"072p 4 gFo3p2 4y R0 4 phoy

A partir disso ¢ imediato que a — b | a* — b para todo natural k e se m | a — b entdo

m | ak — -,

(b) Como f(x) ¢ um polinémio com coeficientes inteiros existem inteiros cy, ci, ...,
Cy_1 € cy tais que

f(x) =cpx" + Chr1 X" L4+ o1x + €.

Com isso, f(a) — f(b) = cu(a” — b™)+ - - - +c1(a — b). Pela resolucdo do item anterior
temos a — b | c;(a' — b') para todo i = 1,2,...,n e pela propriedade “d divide”

concluimos que a — b divide a soma dessas parcelas, ou seja, a — b | f(a) — f(b).
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(c) Vejaque a — b | a¥ — b* para quaisquer inteiros a e b e qualquer natural k. Tomando
a=A,b=—Bekimpar temos A — (—B) | A — (~B)¥ = A+ B | A" + Bk, pois
para k impar (—B)* = —BF.

Problema 0.27. (A) Mostre que
(@) 2> —1e219+1 sdo primos entre si.

(b) 232 +1 e 2*+1 sdo primos entre si.

Solucao

(@) Sejad = mde(2® —1,219+1). Vejaqued |2 -1 = d[2°0-1=(2P%—
DR +1)ed | 20+1 = d]20+1 = (219+1)2%° —21°+1). Com isso
d|(2°+1) -2 -1)=2 = d=1oud=2. Como2%+1éimpard #2e

concluimos que d = 1. Logo, 215 — 1 e 21 + 1 sio primos entre si.

(b) Sejad = mde(2®?+1,2*+1). Vejaqued | 2*+1 = d |22 —1=(2%+1)(28+
1)(2* + 1)(2* — 1). Adicionando a isto que d | 232 + 1 temos que d divide a diferenca
que é 2. Novamente, 2* + 1 é impar implicando d # 2. Logo, mdc(2%? + 1,24 +1) =1

e eles sdo primos entre si.

Problema 0.28. (OI) Demonstre que (n — 1)? | n* — 1 se, e somente se, n — 1 | k.

Solucao
Primeiro note que
nf—1  nfFlenf 24 4n+1
(n—1)2 n—1

Assim,
mn—1?%|nf -1 = n—-1| "1+ 24 tns1 =@ D)+ - D+ -1+ (1 -1)+k.
Porém, sabemos que n — 1|n! — 1! para todo t natural e com isso,

n—1"' =)+ 2 —D+.. . n-1)+A—-1)+k < n—1|*k

Na maioria dos problemas com “se, e somente se,” recomenda-se fazer dois passos:
supondo a primeira condicao para provar a segunda e supondo a segunda para provar
a primeira. Isso pode ser feito nesse problema também, mas néo foi necessario nessa

solucdo, porque conseguimos conectar as duas condi¢cdes com equivaléncias ( <= ).
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Problema 0.29 (IM0O1992). (OA) Encontre todos os inteiros a,b,ccom1 < a < b < ¢
tais que (a — 1)(b — 1)(c — 1) € divisor de abc — 1.

Mostre primeiro que a < 4 e considerar os possiveis casos.

Solucéao
Sejamx=a—1,y=b—-—1lez=c—1.Comol <a<b<ctemos0 <x <y <z A

divisibilidade que temos que resolver €
xyz | (x+ Dy +1)(z+1) —1=xyz+xy+yz+zx+x+y+2.

Lembrando que xyz | xyz temos xyz | xy+yz+zx+x+y+z. Se x > 3 entdo xyz >
3yz = yz+yz+yz > yz+(x+)z+(x+ 1)y +1) = yz+xz+xy+x+y+z+1 que
contraria a propriedade da limitacao na divisibilidade anterior. Logo x =1 ou x = 2.

Faremos os casos

(i) Sex=1entdoyz | yz+2y+2z+1 <= yz | 2y+2z+1. Sey > 4 temos
yz > 4z =2z+2z > 2z+2(y+1) = 2z+2y+2 > 2y +2z+1 que contraria a
propriedade da limitagdo. Entdoy <3 = y =2o0ouy =3. Sey =2a
divisibilidade é 2z | 2z+5 = 2z | 5 que é falso. Se y = 3 a divisibilidade
€3z |2z+7 = z|7 = z=7,poisz >y > x, e chegamos na solucéo
(x,y,2)=(1,3,7) = (a,b,c) =(2,4,8).

(ii) Se x = 2 entdo 2yz | yz+3y+3z+2 = yz | 3y +3z+2. Da mesma forma
que fizemos no caso anterior, se y > 6 temos yz > 6z > 3z +3y +3. Logo
3<y<5 = y=3,40ub.

Sey =3temos 6z | 6z+11 = 2|11 que é falso.
Sey=4temos 8z |7z+14 = z|l4etemosz =7 ouz = 14, poisz > y = 4.
Sez=7teremosque8-7|7-7+14 = 56 | 63 que é falso. Se z = 14 temos a
solucdo (x,y,z) = (2,4,14) = (a,b,c) = (3,5,15).
Sey=>5entdo 10z | 8z+17 = 2| 17 que é falso.

Concluimos que as unicas solucoes possiveis sdo (a,b,c) = (2,4,8) ou (a,b,c) = (3,5, 15).
Essas duas solu¢des funcionam na divisibilidade, pois 1-3-7=21]2-4-8—-1=63 ¢
2:4-14=112|3-5-15—1=224.

Novamente, devemos lembrar de testar na divisibilidade original, pois em alguns passos

usamos = e nao apenas <— .

Problema 0.30 (IMO1998). (OA) Determine todos os pares de inteiros positivos (a,b)

tais que ab® + b + 7 divide a®b +a + b.
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Mostre que ab®> + b +7 | 7a — b? e considerar trés casos: 7a — b? maior; menor ou igual

a zero.

Solucao
Veja que ab?> +b+7 | (a?b+a+Db)b = a’b> +ab+b> e ab®> +b+7 | (ab®> + b +7)a = a’b* +

ab + 7a. Fazendo a diferenca temos ab?> +b+7 | 7a — b*> = |ab®> +b+7|< |7a — b?|.

Faremos trés casos em relagio ao sinal de 7a — b?.

@)

(i)

(iii)

Se7a—b>=0entdo 7 | b => b= "7k e a = 7k? para qualquer inteiro positivo k.
Testando ab? + b +7 = 72k* + 7k + 7 teria que ser um divisor de a?b+a + b = 73k> +
7k* + 7k = k(73k* + 7k + 7). Entio temos essa familia de solucoes (a, b) = (7k?, 7k)

para todo inteiro positivo k.

Se 7a — b*> < 0 entéo |7a — b*|= b> — 7a e ab> + b+ 7 < b — 7a < ab? que é falso.

Entdo ndo temos solucdo nesse caso.

Se7a—b*>0entdo [7a —b?|=7a —b? eab®> +b+7 < 7a—b* <71 = P> <
7 = b=1loub=2.

Seb=1enthoa+8 |a*+a+1 <= a+8|a> -8 +a+8+8 —-8+1 +—
a+8 | 57. Os tinicos divisores de 57 maiores que 8 sdo 1 +8 =19 <— a =11
ea+8 =57 <= a=49. Temos as solucoes (a,b) = (11,1) ou (a,b) = (49,1).
Observe que essas solucoes ja foram geradas por equivaléncia da divisibilidade
original.

Seb =2teremos 4a+9 | 2a> +a+2 = 4a+9 | 4a®+2a+4. Como 4a+9 | 4a®+9a
temos 4a+9 | 7a — 4. Veja que 4a+9 | 7(4a +9) — 4(7a — 4) = 79 que ndo possui

solucéo, pois 79 é primo e 4a + 9 ndo pode ser 1 nem 79.

Concluimos que as solucdes sdo (a,b) = (11,1), (49,1) ou (7k?,7k) para um inteiro

positivo k qualquer.

Problema 0.31. (A) Mostre que, se n > 1, entdo

1—1+1+ +1
B 2 n

n
D
k=1

=

ndo é um nimero inteiro.

Solucao

Suponha que H, =1+ % +o % seja inteiro. Seja t o inteiro tal que 2f < n < 2l e

M o minimo multiplo comum dos nimeros de 1 até n. Paran > 1 temos t > 1. Note

que 2! | M e 2¢*1 ¥ M, pois como M é o mmc ele tem a menor quantidade de fatores 2
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possivel que seja maior que ou igual a quantidade de fatores 2 de cada ntimero de 1 a

n. Multiplicando a equacdo de H,, por M temos

M-H =M+, MM
2 2t n
Veja que se H, € inteiro entdo M - H, é par. No outro lado da equacdo temos a soma
de n inteiros sendo % impar e os demais pares ja que M tem exatamente ¢ fatores 2 e
o tinico ntiimero de 1 a n com ¢ fatores 2 é 2. Isso implica um nimero par igual a um
numero impar que é uma contradi¢éo.

Concluimos que a suposicao inicial estava falsa e H, ndo é inteiro.

Problema 0.32 (OBM1997). (OA) Sejam ¢ € Q, f(x) = x? + c. Definimos

)y =x, fNx) = f(f*(x), ¥n € N.

Dizemos que x € R € pré-periédico se {f"(x),n € IN} € finito. Mostre que o conjunto

{x € Q| x é pré-periédico} ¢ finito.

Solucao

Se |x|> |c|+1 entdo

2

xZ2 = ]x|2> |x|(|c|+1) = |x]||c|+|x|> (Jc|+1)|c|+|x|= cz+\c|+]x\ = x“+c> ]x|+c2+(\c\+c) > |x|.

frE> 7@ > | f@)]> [x| e x ndo é
pré-periddico. Concluimos que se r é pré-periodico entdo —(|c|+1) < r < |c|+1.

Isso implica |f(x)|> |x|> |c|+1. Dai

Agora usaremos que os nimeros sdo racionais. Veja que se x e ¢ sdo racionais entdo
f(x) também €. Podemos escrever c = f, x = g e f(x) = 7 sendo as fracdes irredutiveis
com denominadores positivos. Se alguma das fracoes for negativa o sinal vai para o
numerador. Temos

u p > a 2 2 2 2 2

. <q) + — uqb=vpb+vg°a < q°(ub—va) = p-ob
Logo ¢? | p?vb e mdc(p,q) = 1 implicando g2 | vb = ¢ < vb.
Seq > bentdovb > q*> > gb = v > q > b. Entdo se o denominador de x é maior que
o denominador de ¢ entdo o denominador de f(x) é maior que o denominador de x e
segue sendo maior que c. Como os denominadores crescem a cada aplicacédo de f temos
que x nao é pré-periddico. Com isso, os racionais pré periddicos estdo no intervalo
[—|c|—1, |c|+1] e possuem denominador menor que ou igual ao denominador de c.
Como os racioanis que satisfazem essas duas condi¢oes sdo finitos podemos concluir

que {x € Q| xé pré-periddico} é finito.
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Problema 0.33. (A) Demonstre que se mdc(a,2"*') = 2" e mdc(b,2"*!) = 2", entdo

mdc(a + b, 21 = 21,

Solucao
A partir de mdc(a, 2"*!) = 2" e mdc(b, 2"*!) = 2" podemos concluir que existem inteiros
impares ap e by tais que a = 2"ay e b = 2"by. Dessa forma, a+b = 2"(ag + by). Os
ndmeros ag e by sdo impares implicando 2 | ag +by = 2" | 2"(ag+by) =a+b =

mdc(a + b, 21 = 27+,

Problema 0.34. (A) Demonstre que se a, b, ¢, d, m e n sdo inteiros tais que ad —bc =1e
mn # 0, entdo

mdc(am + bn, cm + dn) = mdc(m, n).

Solucao

Seja dy = mdc(m, n) e dy = mdc(am + bn, cm + dn). Basta provar que dq | dy e que d; | d,
pois d1,d> > 1 e pela propriedade da limitacdo d| < d, < d; = di =d».

A primeira parte é direta, pois d; | m e dy | n implica que d; | am + bn e também que
dy | cm +dn. Com isso dy divide qualquer combinacéo linear desses ntimeros incluindo
d>. Concluimos que d; | d5.

Para a segunda parte, temos d | am +bn = dp | adm + bdn e também temos
dy | cm+dn = dy | bcm + bdn. Fazendo a diferenga dy | (ad — bc)m + (bd — bd)n = m.
Com isso, dp | am = d, | bn e, analogamente, d, | dn. Multiplicando a primeira por
¢, a segunda por a e tomando a diferenga desta menos aquela temos d; | (ad — be)n = n.

Das divisibilidades d, | m e d, | n temos d; | d;.

Problema 0.35. (A) Seja F, o n-ésimo termo da sequéncia de Fibonacci.

(a) Encontre dois niimeros inteiros a e b tais que 233a + 144b = 1 (observe que 233 e 144

sdo termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci).
(b) Mostre que mdc(F;, F,4+1) = 1 para todo n > 0.

(c) Determine x, e y, tais que F, - x,, + Fy1 -y = 1.

Solucéao
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(a) Usando as divisoes sucessivas do algoritmo de Euclides

233=144-1+89
144 =89 -1+55
89=55-1+34
55=34-1+21
34=21-1+13
21=13-1+8
13=8-1+5
8=5-1+3
-1+2

5=3
3=2-1+1
2=1-2+0

Concluimos que mdc(233,144) = 1 e temos

1=3-142-(-1)=3-1+(5—-23)-(=1)
=5-(—1)+3-2=5-(-1)+(8—5)-2
=8-2+5-(—3)=8-2+(13—8)-(—3)
=13-(—3)+8-5=13-(-3)+ (21 —13) -5
=21-5+13-(—8) =21-5+ (34 —21)-(—8)
=34.(—8)+21-13=34-(—8)+ (55— 34) - 13
=55-13+34-(—21) =55 - 13+ (89 — 55) - (—21)
=89-(—21)+55-34 =89 (—21) + (144 — 89) - 34
=144 -34+89 - (—55) = 144 - 34 + (233 — 144) - (—55)
=233 - (—55) + 144 - 89

(b) Para os casos iniciais mdc(F;, Fp) = mdc(1,0) = 1, mdc(F,, F1) = mdc(1,1) =1 e
mdc(F;, F,) = mdc(2, 1) = 1. Agora analisemos para n > 3. Veja que ao dividir F,;;1
por F, temos

Foyi=F,-1+F, 1

Com quociente 1 e resto F, 1, pois 0 < F, 1 < F,. Pelo Algoritmo de Eu-
clides sabemos que mdc(a,b) = mdc(b,7) e aplicando na sequéncia de Fibo-

nacci temos mdc(F,1, F;) = mdc(F,, F,_1). Repetindo esse passo n — 2 vezes
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temos mdc(F41, F;) = mdc(F,, F,—1) = mdc(F, 1, F,2) = -+ = mdc(F3, ) =
mdc(2,1) = 1.

(c) Pelas equacdes obtidos no primeiro item conjectura-se que
Pn(_l)nPnfl + Pn+1(_1)n+1Fn—2 =1

Podemos provar que essa equacao é valida para todo inteiro n > 2 usando a férmula
fechada da sequéncia de Fibonacci apresentada na se¢do de inducéao.
ot — Bn
p=F
a—p
na qual o = % ep = # Nos préximos passos usaremos que a + 5 = 1,

x—B=V5a-p=—1e

3

B=a-a’=a@+)=a?+a=@+1a < a’

=2« +1.

Analogamente, também podemos usar que % = 28 + 1. Desenvolvendo um dos

lados da equagdo que queremos demonstrar

Fn(_l)nFn—l + Fn+1(_1)n+1Fn72 =
_ (an _ ’Bn)(_l)n(anfl _ ’anl) + (an+1 _ ’Bn+1)(_1)n+1(an72 _ IBn72)

(« — By
B (_1)11(“21171 _ ananfl _ lxnflﬁn + ‘821171) + (_1)n+1(a2n71 _ (Xn+l‘8n72 _ “1172‘311+1 + ﬁanl)
B (a — p)?
_ , —IJC”‘Bn_l o an—lﬁn + anH‘Bn_z + an—ZIBnH
- @ P
-G G Vi
(x — By
_ o2 —(=1) = B(=1) +a’ + §°
- @~ PP
_3a+3p+2
- (a—p)p?
5
5
=1

Assim, podemos usar os seguintes valores x, = (—1)"F,_1 e y, = (—=1)"*'F,_,.
Vale lembrar que essa é apenas uma opgdo para x, e i,. De maneira geral pode-
riamos usar x, = (—1)"F,_1 +kF,s1 ey, = (—1)™'F,_, — kF, para qualquer inteiro

k.
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Problema 0.36. (A) Sejam a e b dois inteiros positivos e d seu mdximo divisor comum.

Demonstre que existem dois inteiros positivos x e y tais que ax — by = d.

Solucao

Pelo Teorema de Bachet-Bézout sabemos que existem inteiros X e Y tais que
aX+bY =d
Porém, somando e subtraindo abk para um inteiro k qualquer temos
a(X +bk)+b(Y —ak)=4d

Sendo a e b inteiros positivos podemos tomar k suficientemente grande de modo que
X+bk >0eY —ak < 0. Por exemplo, k = X + Y ja seria suficiente nesse caso. Logo

existem inteiros positivos x = X + bk e y = —(Y — ak) tais que ax — by =d.

Problema 0.37. (OI) Definimos a sequéncia de fracoes de Farey de ordem n como o

conjunto de fragbes reduzidas § tais que 0 < § < 1, 1 < b < n. Por exemplo a sequéncia

;01121
de Farey de ordem 3 € 7, 3,5,5, 1-

(a) Demonstre que se ; e 5 sdo dois termos consecutivos de uma sequéncia de Farey, entdo
cb—ad=1.

(b) Demonstre que se Z—}, Z;, Z—g sdo trés termos consecutivos de uma sequéncia de Farey,

~ ay _ ajt+ag
entao by = bi+bs

Solucao

01
171
as condicdes. Suponha que a sequéncia de Farey de ordem n satisfaz as condigoes.

Provaremos por inducao os dois itens. Para n = 1, a sequéncia de Farey é que satisfaz

Tomemos agora a sequéncia de fracdes de Farey de ordem n + 1. Seja ;33 uma fragdo

irredutivel entre 0 e 1. Os dois termos vizinhos tem denominador menor que 7 + 1. Tome

o inteiro positivo k tal que % << k%l S k(n+1) <axn < (k+1)(n+1). Se houvesse

aigualdade (n+1) | xn e mdc(n +1,n) = 1implicandon+1 | x =>n+1<n= 3 > 1.
Essas duas fracdes como fracoes irredutiveis terdo denominadores menores que ou

iguais a n. Assim,
a X

- < <
b n+1 d
com b,d < n. As distancias para os vizinhos sdo

(@}

X a _bx—a(n+1) y

n+l b bn+1l)  bn+1)
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c x  c(n+1)—dx z

d n+l  dn+1)  dm+1)
Na sequéncia de Farey de ordem # as fracbes § e 5 sdo consecutivas e, por hipdtese de

: 5 c a _ cb—ad _ 1 :
indugéo, temos ;5 — § = <7 = 4;. Implicando

y z 1 dy +bz 1
= — _— = > = = 1.
be D) A D) " bd  bdmed) bd W rbE=mrlzbrd=y=z=1

Com isso, temos aindab+d =n+1.
Isso conclui a primeira parte do passo indutivo, pois § < 37 < jebx —a(n+1) =
cn+1)—dx=1.
a a+c _ a+c C A1 ] 3
Para a segunda parte, ; < ;77 = -7 < 3. Mas a Unica fragdo com denominador n +1

= 5 5 X : 3 atc _ X
entre essas duas fragbes € por construcio -15. Concluimos, finalmente, que ;75 = 5.

Problema 0.38. (A) Utilize indugdo em min{a, b} e o algoritmo de Euclides para mostrar
que ax + by = mdc(a, b) admite solugdo com x,y € Z, obtendo uma nova demonstragdo

do teorema de Bachet-Bézout.

Solucao
Suponha sem perda de generalidade que a > b. Faremos inducdo em b. A base é b = 1.
Veja que mdc(a,1)=1ea-0+1-1=1=mdc(a,1).
Passando a hipdtese de inducdo, suponha que para todo niimero b menor que ou igual
an e qualquer a > b existem x e y inteiros tais que mdc(a, b) = ax + by.

Tome b =n+1ea > b. Pela divisdo euclidiana existem inteiros g e r tais que
a=m+1)g+r,0<r<n+l1

Ser=0,entdfon+1|aemdc(an+1)=n+1=a-0+(m+1)-1. Caso contrério,

1 <r < nevale a hipétese para mdc(n + 1, 7), ou seja, existe inteiros x e y tais que
mdc(n+1,7r)=(n+1)x+ry

Mas pelo algoritmo de Euclides mdc(n + 1, ) = mdc(a, n + 1). Substituindo » usando a

equacao da divisdo, temos
mdc(a,n+1)=m+1x+@—n+1)q)y=ay+(n+1)(x —qy)

Para qualquer a > n + 1.
Assim, por indugdo, para quaisquer a e b inteiros positivos existem inteiros x e y tais
que

mdc(a, b) = ax + by.
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Problema 0.39. (T) Sejam a e b niimeros inteiros positivos. Considere o conjunto

C={ax+by|x,y € N}

Lembre-se de que jd mostramos num dos exemplos que se mdc(a, b) = 1 todo niimero maior

que ab — a — b pertence a C.

(a) Demonstre que o niimero ab — a — b ndo pertence a C.

(b) Achar a quantidade de niimeros inteiros positivos que ndo pertencem a C.

Solucéo

(a) Suponha que existem inteiros ndo negativos x e y tais que ax+by =ab—a —b =
a(x+1)+b(y+1) = ab. Temos a | b(y +1) e mdc(a, b) = 1 implicandoa | y+1 =
a <y +1. Analogamente, b < x + 1. Logo

ab=a(x+1)+b(y+1) > ab+ba =2ab > ab

Que € uma contradic¢do. Portanto, ndo existem inteiros ndo negativos x e y.

(b) Considere os niumeros a-0,a-1, ..., a(b —1). Veja que ndo ha dois deles com
o mesmo resto na divisdo por b. Caso contrdrio, se ax e ay distintos deixam
0 mesmo resto, entdo b | a(x —y) = b | x —y ja que mdc(a,b) = 1 e assim
x—y=0<«ax =ayoub < |x—y|< b—1. Temos b nimeros com b restos
distintos, entdo temos todos os restos e cada resto aparecendo exatamente uma
vez. Seja ry o resto de ax na divisdo por b. Note que os numeros que deixam resto
ry na divisdo por b que ndo podem ser escritos como am + bn para m e n inteiros
ndo negativos sdo ax — b,ax —2b,...,ax — tyb onde t, = | 5| = “5™=. Somando
sobre todos os restos, a quantidade de niimeros que ndo podem ser escritos com

am+bn é

bl b lax—re a@+1+---+b—1)—O+1+---+b—1)
Zotxzz b = b

x=0

_ a5 @-De-1)

b 2

Vale observar que a ideia de tomar os numeros da forma ax — b, ax — 2b, ...
para cada x de 0 a b — 1 também prova que todo nimero maior que ab —a — b =
a(b — 1) — b pode ser representado como am + bn para inteiros ndo negativos m e
n. Observe que esse numero tem o mesmo resto que a(b — 1) na divisdo por b e é

justamente o ultimo nimero com esse resto que nao pode ser representado.
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Problema 0.40 (IMO1984). (OA) Dados os inteiros positivos a, b e ¢, dois a dois primos
entre si, demonstre que 2abc — ab — bc — ca é o maior ntimero inteiro que ndo pode

expressar-se na forma xbc + yca + zab com x, y e z inteiros ndo negativos.

Solucao

Suponha que existem inteiros ndo negativos x, y e z tais que 2abc — ab — bc — ca =
xbc + yca + zab. Como a divide quase todos os termos temos a4 | (x + 1)bc. Como
mdc(a,bc) =1temosa | x+1 = x > a—1. Damesma forma,y >b—1ez>c—1.
Logo xbc + yca +zab > (a — 1)bc + (b — 1)ca + (c — 1)ab = 3abc — ab — bc — ca > 2abc —
ab — bc — ca.

Agora mostraremos que é possivel encontrar inteiros ndo negativos x, y e z para qualquer
k > 2abc — ab — bc — ca inteiro. Sabemos que 1 = mdc(bc, a) = mdc(bec, mdc(ca, ab)).
Pelo Teorema de Bachet-Bézout existem inteiros u, v e w tais que k = ubc + vca + wab.
Veja que k = (u — ta)bc + (v — sb)ca + (w + (t + s)c)ab para quaisquer inteiros t e s
inteiros. Podemos escolher esses parametros de modoque 0 < x=u—ta<a—1e
0<z=v—-sb<b-—1.Issonoslevaaxbc+yca < (a—1)bc+(b—1)ca =2abc —bc — ca.
Veja que (w + (t +s)c)ab = k — xbc — yca > k — (2abc — bc —ca) > —ab = (w+(t+5)c) >
—1=z=w+({t+s)c>0.

Problema 0.41 (IMO1977). (OI) Sejam a, b inteiros positivos. Quando dividimos a® + b?

por a+b, o quociente é g e o resto é r. Encontre todos os a, b tais que g% +r = 1977.

Solucao
Temos g> < 1977 < 45?2 = g < 44. Assim, a®> +b> = gla+b)+r < (g+1)(a+b) <
45(a +b). Sabemos que (a — b)*> > 0 = a? + b*> > 2ab e, portanto, (a + b)*> < 2(a® +b?) <
90(a+b) = a+b < 90. Com isso, r < 90 e g*> = 1977 — r > 1977 — 90 = 1887 > 43? =
g > 43. Podemos concluir que g = 44 e r = 1977 — 442 = 41. Entfo o problema passa a
ser
a* +b* = 44(a +b) + 41 = (a — 22)* + (b — 22)? = 22% +22% + 41 = 1009

Como 1009 é um primo que deixa resto 1 na dvisido por 4 existem apenas duas solugdes
inteiras positivas para (A, B) tal que A% + B> = 1009 que sdo (A, B) = (15,28) e (A, B) =
(28,15). Logo as solugdes sdo a —22 = +15 e b — 22 = +28 e 0s mesmos pares com
a ordem trocada. Lembrando que b —22 = —28 < b = —6 < 0 que nao satisfaz as

condicoes, as solucoes sdo
(a,b) € {(37,50),(7,50), (50,7), (50,37)}.

Problema 0.42. (OI) Demonstre que mdc(2* —1,2° — 1) = 2™4@b) _ 1 para todo a, b €
IN.
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Solucao
Veja que para a = b é imediato que mdc(2” — 1,27 — 1) = 2¢ — 1 = 2mde(@a) _ 1,
Para @ > b vamos provar que mdc(2® — 1,2° — 1) = mdc(2°? — 1,2 — 1). Tome
D =mdc(2* — 1,2’ —1) e d = mdc(2* % — 1,20 — 1). Veja que

DI -1)—"-1) =202t -1)=D |20 -1

Nesse ultimo passo usamos que D é impar ja que divide numeros impares e mdc(D, 2) =
1. Note que D é um divisor comum de 2 — 1 e 2¢~% — 1 e, portanto, é um divisor do
mdc deles, ou seja, D | d.

Analogamente, temos
dj2b-@t-1)—-2"-1)=2"-1=4d|D.

Dois niimeros inteiros positivos tais que um divide o outro sdo iguais. Assim, D = d <
mdc(2” —1,2Y — 1) = mdc(2°? — 1,2 — 1). Pelo algoritmo de Euclides aplicado aos
expoentes, basta mostrar que mdc(22*" — 1,20 — 1) = mdc(2? — 1,2" — 1). Do fato que
demonstramos segue esse resultado, pois podemos repetir g vezes a subtracdo de b no

expoente mantendo o mesmo mdc.

Problema 0.43. (A) Encontre todas as fungbes f : N* x IN* — Z satisfazendo simulta-

neamente as seguintes propriedades
M f(a,a)=a.
(i) f(a,b) = f(b,a).
(iii) Sea > b, entdo f(a,b) = % f(a—b,b).

O dominio da fungdo foi trocado de Z x Z para IN* x IN*, pois a solugdo nos inteiros
positivos usa técnicas desenvolvidas neste capitulo e no conjunto dos inteiros essas trés

propriedades ndo permitem calcular certos valores de f, como, por exemplo, f(1,0).

Solucdo
Provaremos por inducdo em min{a,b} que f(a,b) = mmc(a,b) para a e b inteiros
positivos. Veja que para a = b temos f(a,a) = a = mmc(a, a). Pela segunda propriedade
ndo importa a ordem dos nimeros, entdo podemos supor sem perda de generalidade

que a > b. Quando o menor dos numeros igual a 1 temos

f(n,l)z%f(n—l,l)z L T 1Y

— n—lln—Z

n n—1
- n_ln_z---f(zzl)f(1,1)=n=mmc(n,1).
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Suponha que para b < m a funcdo f para um par de numeros € igual ao mmc desses
numeros.
Paraa > b = m +1, podemos fazer a divisdo euclidiana temos a = bg+r com 0 < r < b.
Ser =0, entdo b | a e mmc(a, b) = a. Podemos aplicar a terceira propriedade g — 1
vezes e obter

a a—> a—>bg—2
fla,b) = a—ba—Zb‘”a—bEZ—lg

£(b,b) = gb - ¢ = mme(a, b)

Se r > 0 podemos aplicar a terceira propriedade g vezes e obter

_a a—b a-—b@g-1
f(a'b)_a—ba—Zb'“

) £(r,b) = %mmc(b, )

a—bq
Sabemos que mmc(x, y) = #yxy) e que, pelo Algoritmo de Euclides, mdc(a, b) =
mdc(b, r). Usando esses fatos:
a_ br a-b

f(a/b) =

= mmc(a, b)

rmdc(b,r)  mdc(a, b)
Problema 0.44. (A) Mostre que se n é um numero natural composto, entdo n é divisivel

por um primo p com p < |/n].

Solucao
Seja p o menor fator primo de n. Podemos escrever n como produto p - q. Veja que

g > 2, pois para 4 = 1 o nimero # seria primo. Entdo g possui um ou mais fatores de n
eq>p.logon=p-q>p-p=p*=nzp=|Vn] >p.

Problema 0.45 (IMO1989). (OI) Prove que, para todo inteiro positivo n, existem n

inteiros positivos consecutivos, nenhum dos quais € poténcia de primo.

Solucao
Seja N = (n +1)!? +1 e considere os niimeros N +1, N +2, ..., N + n. Afirmamos que
nenhum desses n nimeros é poténcia de primo.
Suponha o contrario, ou seja, que existe um i com 1 < i < n e um primo p tal
que N+i = pk. Daf, pt = N+i= n+1)?+(1+i) = i+1 | p¥ = i+1 = p! para
algum expoente f com 1 < t < k. Veja que i + 1 aparece em (n + 1)! implicando que
p™ | (n+1)2. De k > t temos p'*! | N +i. Dessas duas ultimos divisibilidades

p'*1 | i+1=p' que é um absurdo.

Problema 0.46 (Chinal998). (OI) Encontre todos os naturais n > 3 para os quais
1+ (1) + (5) + (3) divide 2200,
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Solucao
Seja N =1+ () + (3) + (3). Expadindo os binomiais
n(n —1) N nn —1)(n —2) :n+1+3n(n—1)+n(n—1)(n—2)
2 6 6
_b6(m+1)+nn—1)(n+1) (n+1)(n> —n+6)

6 6
Note que N | 2290 se e somente se, n+1=2"en’> —n+6=2"-3oun+1=2"-3e

n?—n+6=20

No primeiro caso,n =2 —1e

N=1+n+

n—n+6=2%2_2m1 1 _20,146=20.3
221 _3.20,8=2b.3

Para a > 4 temos 23(22*=3 —3.2%73 + 1). O segundo fator é impar e contém todos os
fatores impares desse ntimero. Veja que 22*3 —3.243 41 >2>_-3.2141=27 >3
e ndo temos solugdo. Veja que apesar da subtracdo estamos analisando n(n — 3) que
é crescente para n > 3. Como n > 3 sabemos que a > 3. Resta testar 2 = 3. Temos
solucdo, pois:

221 _3.2048=64—24+8=48=2%.3

Logo, n = 23 — 1 = 7 é solucio.

No segundo caso, n =3 -2 — 1
n?—n+6=9.22_3.2414,1_3;.2741+6=20
9.221_9.27 48 =07b

Novamente, para a > 4 temos 9-227 —9.2%+8 =23(9.22073 - 9.20"3 41)e9.22173
9.29734+1>9.32—-9-2+1 =271 > 1. Ndo temos solu¢do com a > 4. Como n > 3

temos a > 1. Resta testar a = 1, 2 ou 3.

Paraa=1

9.22a_9.2ﬂ+8:9-4—9-2+8=265¢’2b
Paraa =2

9.2 _9.2048=9.16—9-4+8=116 #2"
Paraa =3

9.220 _9.29,8=9.64—-9-8+8=512=2°

Dessa forma, encontramos a segunda solucio n = 3-23 — 1 =23,

Os inteiros n que satisfazem a divisibilidade sao 7 e 23.
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Problema 0.47 (IMO2002). (OA) Sejam dy < dp < --- < dj os divisores positivos de
um inteiro n > 1. Seja d = didy + dpdz + - - - + dy_1dy. Mostre que d < n? e encontre todos

os 1 para os quais d | n?.

Solucéao

_ n? n? n? 2. (1 1 oY — 2.1
TemOSd_idkdk,l+7dk,1dk,z+ +opg < (fatagtzgt--)=n"-(3 —

1 1
§_1+...):1’[2.

7 . o . 2
Por outro lado, se p é o menor primo que divide n?, temos que d > di_1d; = ©

o
2, N
Como - ¢ o maior divisor de n? menor que n? e d > di_1dy se k > 2, temos que d | n?

se, e somente se, n = p é primo.

Problema 0.48 (IMO1997). (OA) Encontre todos os pares (x, y) de inteiros positivos tais

2
que x¥° =y~

Solucéao

; —_ a _ B Bn ~ . . '
Sejam x = py'...py" ey =p, ...py" as fatoracdes de x e y em primos. Os primos p;
sdo a unido dos primos que dividem esses nimeros, entdo alguns expoentes «; e f3;
podem ser nulos, mas néo os dois expoentes para 0 mesmo p;.
& _ X

B =, =g barapegq primos entre si. Assim,
1

2 . .
De x¥" = y* temos y?a; = xf3; implicando 7=

“1 an

podemos considerar o ntimero a = p;’ ...p,/ escrever x =a’ e y = a’. Se a = 1 temos
~ ~ 2 ~
a solugéo (x,y) = (1,1). Sea > 1, entdo a"*"’ = a9 = pa®l = gaP. Dessa expressio

podemos concluir que p # g e nos resta dois casos

@ Sep<yg.
Temos % = a*1~P. Usando uma variavel auxiliar d = 29 — p > 0 temos q = a’p e
gt = g@"Dp = 4 = (207 — 1)p. Porém, 2a% —1 > d paraa > 2ed > 1. Entfio

ndo ha solucbes com p < g.

(i) Sep >gq.
Temos 4?1 < aP = 2q < p. Logo p =aP~21g = g | pemde(q,p) =1 = q = 1.
Chegamos em p = a”~2. Considered = p —2 > 1. Temos d +2 > a% > d +2 para
d> 3. Bastatestard =1ed =2. Parad =1temosg=1,a = p =3 e temos o
par (x,y) = (27,3) que € solugdo. Parad =2 temos g =1,a =2, p=4e o par

(x,y) = (16, 2) que também ¢é solugdo.

As solucgbes para (x, y) sdo (1,1), (27,3) e (16, 2).
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Problema 0.49. (OA) Generalizar o resultado anterior para XV = y*, onde x e y sdo

inteiros positivos.

Solucao

Seguiremos grande parte dos passos do problema anterior. Comecemos novamente com

as fatoragbes em primos x = pi' ... pif ey =pi" ... pfk.

% = y% = g para p e g primos entre si.
1

9 kY
Novamente, podemos considerar o nimero a = p;" ...p, escrever x =a’ ey =al. Se

De x¥" = y* temos y"a; = xB; implicando

a =1 temos as solucoes (x,y,n) = (1,1, m) em que m pode ser qualquer inteiro positivo.
Para a > 1 temos a?¥" = a%* = py" = qx = pa™ = gaP. Agora vamos analisar trés casos
p=qg,p<qgoup>q.
i Sep=q.
Entdo 4" = a? = nq = p = n =1 e temos as solugodes (x,y,n) = (m,m,1) para
qualquer inteiro positivo m. De fato, se n = 1 temos x = y = m, entdo a partir de

agora consideraremos n > 2.

(i) Sep <gqg.
Entdo 4" > a¥ = ngq > p e tomamos o inteiro positivo d = nq — p. Temos
pa™ = qa? = pa® = q. Isso implica que p | g e mdc(p,q) = 1. Concluimos que
p=legqg=a" Masd=ng—p=d=mna"—-1>2.2-1>dparad > 1.

Concluimso que esse caso ndo tem solucoes.

(iii) Sep > ¢.
Entdo 4" < a? = ng < p e tomamos o inteiro positivo d = p — ng. Temos

4 Com isso,

pa" =qaP = p=qa? = g | pemdc(gp)=1=g=1lep=a
d=a'-n=n=a"—d Observequexzap=a“dey=aq=aetemosas

solugdes (x,y,n) = (a”d, a,a® — d) que satisfazem a equacio, pois

d.n d d_ d
M=yt ea " =0 et 0" =" o d+ (@’ —d)=a’.

Concluimos que as solug¢des sdo (x,y,n) = (1,1,m), (x,y,n) = (m,m,1) ou (x,y,n) =

d . . . ..
(@™ ,a,a% — d) para quaisquer m, a e d inteiros positivos com a > 2.

Veja que as solugdes para n = 2 sdo (x,y,n) = (1,1,2) e a* — d = 2. O segundo caso nos
dd (a,d) =(2,2) = (x,y,n) =(16,2,2) ou (a,d) = (3,1) = (x,y,n) = (27,3, 2), pois para
a>4temosa® —d > 2.

Problema 0.50 (IMO1984). (OA) Sejam a, b, ¢, d inteiros impares tais que 0 < a < b <

¢ < dead = bc. Demonstre que se a+d =25 e b+ ¢ = 2" para inteiros k e m, entdo a = 1.
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Solucao
Esta solucao foi consultada em [14].
Observe que
(d +a)*> — (d — a)? = 4ad = 4bc = (c + b)*> — (c — b)?

Sabendo que d —a > b—ctemos d+a > b+c = 2K > 2" = k > m. Veja que

d=2K—_gec=2"—p. Com isso,
ad = bc = a(2* —a) = b2" —b) = (b — a)(b+a) = 2" (b — 2" ""a)

Como k — m > 1, temos 2" a par e b — 25~"4 impar. Logo, existem inteiros positivos
my, mp, peqtaisque b—a=2"peb+a=2"qcomp e qimpares e my+my = m.
Dai, b = 2™~ 1p +2M~15 é {mpar. Se my, my > 2 ou my = my = 1 terfamos b par que
contradiz as condicées do problema. Logo m; = 1 ou my = 1. Se my; = 1 teriamos
b—a=2"q> 2m=1 = sz > b que é uma contradi¢do. Portanto, my =1 e m; =m — 1.
Note que b+a=2""1g<b+c=2"=q<2= gq=1.Dessaforma, b=2""1—ge.
ak—a)=bQ" —b) = a—a) =" —a)Q" - 2" a) = Q" — )" +0)

= g2k — g% = 22m=1 _ ;2

m—1)—k

Logo a = 2% ¢ uma poténcia de 2 impar e sé pode ser 1.

Além de provar que a = 1 podemos concluir que todas as solucdes (4, b, c,d) sdo da
forma (1,21 — 1,21 +1,22m=1) _ 1) para qualquer inteiro positivo m > 3, pois
b=2m"1—1,c=2"—p=2""14led="1e =221 1

0.6 CONGRUENCIAS

0.7 BASES

0.8 O ANEL DE INTEIROS MODULO n

0.9 A FUNGAO DE EULER E O TEOREMA DE EULER-FERMAT

Problema 0.51. (A) Demonstre que
(@) 61201 —1.

(b) 13270 +37,
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Solucao

(a) Veja que 20 = 2%-5 = 20'° = 239. 515 Temos 2° = 3 (mod 61) = 23 = 35 =
243 = —1 (mod 61). Para o 5 temos 5° = 3 (mod 61) = 55 =3° = —1 (mod 61).
Concluimos que 20" = (—1)> =1 (mod 61) = 61 | 20'° — 1.

(b) Vamos calcular as congruéncias de cada poténcia. Para 2 temos 2° = —1 (mod 13).
Dai, 2% = (-1 = —1 (mod 13) = 270 = 2*.(~1) = -3 (mod 13). Para
3 temos 3° = 1 (mod 13) = 3% = 1 (mod 13) = 3% = 3 (mod 13). Logo
2704370 = 3+3 =0 (mod 13) = 13 | 270+ 37,

Problema 0.52. (A) Encontre os tiltimos 3 digitos de 3*°% em notagdo decimal.

Solucéo
Os trés dltimos digitos sdo o resto na divisdo por 1000. Observe que ¢(1000) = 1000(1 —
$)(1 — 1) = 400. Como mdc(1000, 3) = 1 podemos usar o Teorema de Euler-Fermat para
concluir que 391000 = 3%00 = 1 (mod 1000) = 3% = 1 (mod 1000). Para concluir
basta calcular 3° = 19683 e substituindo 3209 = 32000.39 = 83 (mod 1000). O trés

32009

ultimos digitos de sdo 683 nesta ordem.

Problema 0.53. (A) Verificar se 987654321 ¢ divisivel por 9, 11, 13, 17 ou 19.

Solucao
Como 10 = 1 (mod 9) temos 987654321 = 9+8+7+6+5+4+3+2+1 =45=0
(mod 9) e 9 | 987654321.
Para a divisbilidade por 11 partimos de 10 = —1 (mod 11) e obtemos 987654321 =
9-8+7—6+5—4+3—-2+1=5 (mod 11). Entdo 987654321 nao ¢é divisivel por 11.
Para 13 usaremos 10> = —1 (mod 13) e 987654321 = 987 - 10° + 654 - 10° + 321 =
987 — 654 + 321 = 654 = 4 (mod 13). O numero nao é divisivel por 13.
Para 17 temos 10> = —2 (mod 17) e 987654321 = 9 - (—2)* + 87 - (—2)3 + 65 - (—2)* +
43 - (—2)+21 = —357 =0 (mod 17). O numero 987654321 ¢ divisivel por 17.
Finalmente, para 19 temos 10> = 5 (mod 19), 10* = 52 = 6 (mod 19), 10° =5-6 =
11 (mod 19) e 108 = 11-5 = —2 (mod 19). Esses valores facilitam as contas para
987654321:

987654321 =9 - (—2)+87-11+65-6+43-5+21 (mod 19)

987654321 =9 - (—2)+11-11+8-6+5-5+2=178 =7 (mod 19)
Entdo 19 néo divide 987654321.

Dos numeros fornecidos apenas 9 e 17 sdo divisores de 987654321.
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Problema 0.54. (A) Demonstre que todo niimero palindromo com um niimero par de
digitos € divistvel por 11. O que acontece com os numeros palindromos com um niimero

impar de digitos?

Solucéao
Seja N = may...auay,...aa7 um palindromo com 2n digitos. Veja que podemos

escrever N usando a representacao na base decimal e as poténcias de 10

a;(10°71 + 1027,

M-

I
—_

N =

1

Sabemos que 10 = —1 (mod 11) e que a soma i —1+2n — i = 2n — 1 impar implica

que um desses numeros € par e o outro impar. Assim,
1071 +10 "= -1+1=0 (mod 11)

e N é uma soma de multiplos e, portanto, é divisivel por 11.
Se a quantidade de digitos for impar o numero podera ser divisivel por 11, como

121 = 112, ou néo, como 131 que deixa resto 10 na divisio por 11.

Problema 0.55. (OI) Encontre todos os niimeros N de trés digitos em representacdo
decimal, tais que N ¢ divisivel por 11 e além disso N /11 é igual a soma dos quadrados dos
digitos de N.

Solucao
Se chamarmos de ¢, d e u os digitos das centenas, dezenas e unidades, respectivamente,

de N temos que satisfazer
100c + 10d + u = 11(c* + d° + u?)

Como 10 = —1 (mod 11) temos 100c + 10d + u = ¢ — d + u (mod 11). Como —9 <
c+u—d < 18 s6 temos dois multiplos de 11 possiveis: 0 e 11.

Sec+u—d=0,entdo d = c+ u e nossa igualdade se torna
100c +10(c + 1) + u = 11(c® + (¢ + u)* + u?) < 10c + u = 2¢ + 2cu + 2u?

Veja que u é par e podemos testar os 5 valores. Se u = 0 = 10c = 2c> = ¢ = 5 e temos a
solucéio 550 = 11(52 + 52 + 02).

Seu=2=10c+2=2c%>+4c+8 = c* — 3c+3 =0 e nio existe c.
Seu=4=10c+2=2c2+8c+32>2c+8c+32 > 10c+2.
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Para u > 5 temos 2cu > 10c e o lado direito é maior que o esquerdo.

Sec+u—d=11,entdo d = ¢+ u — 11 e nossa igualdade se torna
100c+10(c+u —11) +u = 11(c* + (c+ u — 11)* + u?) < 10c+u — 10 = 2¢? + 2cu +2u* — 22¢ — 22u +121

& 320 +23u = 2¢% + 2cu + 2u® + 131

Veja que u é impar, que por congruéncia médulo ¢ temos que ¢ é um divisor de
2u?+131 —23u e que c + u = 11 +d > 11. Faremos os casos.

Se u = 1 terfamos ¢ > 11 — u = 10 que ndo tem solucdo.

Se u = 3 terfamos ¢ > 11 —u = 8 e ¢ | 80. A Unica possibilidade é ¢ = 8. Temos a
solucdo 803 = 11(8% + 0% + 32).

Se u =5 terfamos ¢ > 11 — u = 6 e ¢ | 66. A Unica possibilidade é ¢ = 6. Mas o ntimero
605 nao funciona.

Se u =7 terfamos ¢ > 11 — u =4 e ¢ | 68. A tnica possibilidade é ¢ = 4. Mas o niimero
407 nao funciona.

Se u =9 terfamos ¢ > 11 — u = 2 e ¢ | 86. A tnica possibilidade é ¢ = 2. Mas o niimero
209 nao funciona.

As Unicas solucdes sdo 550 e 803.

Problema 0.56. (OI) Mostre que o digito das dezenas de qualquer poténcia de 3 é um

ntimero par (por exemplo, o digito das dezenas de 3% = 729 € 2).

Solucao
Veja que 3! = 3, 32 = 9, 3% = 27 e 3* = 81 satisfazem as condicdes, pois os digitos das
dezenas sdo 0, 0, 2 e 8, respectivamente. Os digitos das unidades das poténcias de 3
se repetem a cada quatro poténcias, pois 3* = 1 (mod 10) = 3V** = 3N (mod 10).

Agora veja que mdédulo 100 temos
3¥=10a+3 (mod 100) = 3kl = 10(Ba)+9 (mod 100)
3 =10b+9 (mod 100) = 3! =103b+2)+7 (mod 100)
3¥=10c+7 (mod 100) = 31 =10(3c+8)+1 (mod 100)
3F=10d+1 (mod 100) = 3“1 =10(3d)+3 (mod 100)

Se a, b, c e d sdo pares, entdo 3a, 3b + 2, 3c + 8 e 3d também sao pares.

Por indugao, segue que o digito das dezenas de qualquer poténcia de 3 € par.

Problema 0.57. (A) Mostre que, para todo n > 0, vale que 13 | 721 + 621,
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Solucao
Veja que 7 = —6 (mod 13), pois 13 | 7 — (—6). Elvando os dois lados a 21 + 1 temos
721 = (—6)>*1 = —62"*1 (mod 13). Note que o sinal negativo pode sair da poténcia

porque o expoente é impar. Dessa forma, 13 | 721 — (—62"*1) = 721+ 4 g2n+1,

Problema 0.58. (A) Encontre todas as solugdes da congruéncia x> = 1 (mod 30). Con-
clua que existem valores de x tais que 30 ndo divide x + 1 nem x — 1 mas divide x> — 1.

Generalize esse resultado.

Solucéao
Veja que x> = 1 (mod 30) < 30 | x> —1 = (x — 1)(x + 1). Temos as possibilidades
de separar os fatores primos de 30 = 2 - 3 -5 nesses dois termos. Podemos escrever
x =30g+rcom0 < r < 30 e analisar os possiveis valores de r. Observe que 2 | x — 1 &
2 | x+1, entdo podemos resumir as possibilidades do fator 2 por r impar. Para os

demais fatores temos os casos.

(i) Se x — 1 tem os fatores 3 e 5, entdo r = 3k +1 e r = 5t + 1. O tinico valor possivel é

r=1.

(i) Se x — 1 tem o fator 3 e x + 1 tem o fator 5, entdo r =3k +1 e r = 5t + 4. O tinico

valor possivel é r = 19.

(iii) Se x — 1 tem o fator 5 e x + 1 tem o fator 3, entdo r =3k +2 e r = 5t + 1. O tinico

valor possivel é r = 11.

(iv) Se x+1 tem os fatores 3 e 5, entdo r = 3k + 2 e r = 5t + 4. O Unico valor possivel é
r=29.

As solugoes sdo x = 30 + 1, x = 30g + 11, x = 30 + 19 ou x = 30q + 29, para qualquer
inteiro q.
Em geral, x> = 1 (mod m) s6 implica que m | x — 1 oum | x +1 se m é um primo maior

que 2 ou é poténcia de um primo maior que 2.

Problema 0.59. (A) Encontre um niimero positivo k < 50 tal que a* = 1 (mod 99) para

todo inteiro a primo relativo com 99.

Solucéo
Pelo Teorema de Euler-Fermat poderiamos usar ¢(99) = ¢(9)¢(11) = 6 - 10 = 60 como

expoente. Porém 60 > 50 e ndo satisfaz a condicdo k < 50.
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Porém, veja que k = 30 ja satisfaz a propriedade desejada. J& que mdc(a,99) =1 =

mdc(a,9) =1 e mdc(a, 11) = 1. Pelo Teorema de Euler-Fermat com 9 e 11 temos
=1 (mod9) = =1 (mod?9)

a’=1 (mod11)=4*=1 (mod 11)
Assim, se mdc(a,99) = 1 entdo 4°° = 1 (mod 99).

Problema 0.60. (T) Mostre que para todo inteiro a temos que a°®! = a (mod 561) e

1105 =g (

a mod 1105), mas 561 e 1105 ndo sdo primos, o que mostra que o reciproco do

pequeno teorema de Fermat é falso.

Solucéao
Veja que se p primo satisfaz p — 1 | n — 1 temos a”" = a (mod p). Se p divide a entdo
os dois lados sdo congruentes a zero. Se p ndo divide a entdo mdc(p,a) = 1, e pelo
Teorema de Euler-Fermat a?~! = 1 (mod p) = a" ! = 1% =1 (modp) =a"=a
(mod p).
Fatorando em primos, temos 561 = 3-11-17. Vejaque3—1=2,11—-1=10e
17 — 1 = 16 sao todos divisores de 561 — 1 = 560. Pelo fato demonstrado anteriormente,
a°! = g (mod 3), a®°! = a (mod 11) e %! = g (mod 17). Concluimos que 0! = g
(mod 561).
Analogamente, fatoramos 1105 = 5-13 - 17 e observamos que 5 —1 =4, 13 -1 = 12
e 17 — 1 = 16 sdo todos divisores de 1105 — 1 = 1104. Usando o fato demonstrado,

a'1% — g possui fatores 5, 13 e 17 implicando 4% = 4 (mod 1105).

Problema 0.61. (A) Mostre que

a2 = b'?  (mod 91) <= mdc(a,91) = mdc(b, 91).

Solucao
Fatorando 91 = 7 - 13. Sabemos que mdc(a,91) =1, 7, 13 ou 91 dependendo dos fatores
que 7 ou 13 que a possui.
Veja que se 7 | a, entdo a'?> = 0 (mod 7) e caso contrério pelo Teorema de Euler-Fermat
a® =1 (mod 7) = a'® = 1 (mod 7). Em outras palavras, a'> = 0 (mod 7) <=
mdc(a,7)=7ea?> =1 (mod 7) <= mdc(a,7) = 1.
Analogamente, 2> = 0 (mod 13) <= mdc(a,13) = 13 e a'?> = 1 (mod 13) —
mdc(a, 13) = 1.
Temos a2 = b2 (mod 91) <= a2 = b2 (mod 7) e a'® = b2 (mod 13) —
mdc(a,7) = mdc(b,7) e mdc(a, 13) = mdc(b, 13). Mas mdc(a,7) e mdc(a, 13) indicam
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os fatores 91 que a possui e concluimos que mdc(a,7) = mdc(b,7) e mdc(a, 13) =
mdc(b, 13) <= mdc(a,91) = mdc(b, 91).

Problema 0.62. (P. Sabini) (OI) Mostre que entre os ntimeros da forma
14, 144, 1444, 14444, 144..-44,...

os tinicos quadrados perfeitos sGo 144 = 122 e 1444 = 382,

Solucao

Primeiro note que o quadrado de um numero € par se, e somente se, 0 numero € par. Em
seguida, veja que um nuimero par deixa resto 0 ou 2 na divisdo por 4. Quando elevamos
numeros com esses restos por 4 ao quadrado temos niimeros da forma (4k)? = 16k? ou
da forma (4k + 2)? = 16k> + 16k + 4. Entdo todo quadrado perfeito par deixa resto 0 ou 4
na divisdo por 16.

Veja que se um numero é 1 seguido de n > 4 algarismos 4 entdo ele é da forma
144 ...4 - 10* + 4444. Veja que 10* = 2% . 5* ¢ muiltiplo de 16 e esse nimero 144 ...4 -
10* + 4444 = 12 (mod 16). Pelo que vimos anteriormente nenhum quadrado perfeito
deixa resto 12 na divisdo por 16 e podemos concluir que 1 seguido de n > 4 algarismos

4 nao é um quadrado perfeito.

Problema 0.63. (OD Seja f : N~ — IN uma fungdo definida do conjunto dos inteiros

positivos no conjunto dos niimeros naturais tal que
(@ f(1)=0;

(b) f(2n) =2f(n)+1;

(0 f@2n+1)=2f(n)

Utilize a representagdo em base 2 de n para encontrar uma féormula ndo recursiva para

f(n).

Solucéo

Seja n um inteiro positivo e k um inteiro tal que 2¢ < n < 251, Provaremos por induco
em k que f(n) =21 —1 —n.

Parak=0temos f(1)=0=2—-1—1. Parak=1temos f(2) =2f(1)+1=1=4—-1-2
e f(3)=2f(1) =0 =4 —1— 3. Suponha que a férmula de f(n) funcione para n < 21,
Tome n tal que 281 < n < 2K2. Se n é par, entdo n = 2m com 28 < m < 2k,
Nesse caso, f(n) = 2f(m)+1 =221 —1 —m)+1 =22 -1 —n. Se n é impar, entfio
n=2m+1com2f<<m< 2t e f(n)=2f(m) =221 —1—-m) =22 -2 -2m =
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2k+2 _ 1 — n1. Isso conclui a inducdo.

Observe que isso nos d4 uma forma néo recursiva, pois k = [logon| e f(n) = 2K —1 —n.
Porém, podemos ver o que isso significa na base 2. Temos um numero n com k + 1
digitos e subtraimos ele de um nuimeros com k + 1 digitos 1. Na base 2 isso tranforma
cada 1l em 0 e cada 0 em 1. Entdo f(n) € o nimero obtido a partir de n trocando todos

os digitos na base 2.

Problema 0.64. (OI) Mostre que todo numero racional positivo pode ser escrito de

maneira unica na forma

ap  az Ay
i.i_i.|_....i-H
onde:
0<ay, 0<ay<2, 0<a3<3 ..., 0<a<k
Solucao

Primeiro provaremos que existe uma representacdo e depois provaremos que € unica.

Seja g um racional. Seja m o menor inteiro positivo tal que g | m!. Tal inteiro existe,
. . . . t o e . 1.

pois q | q!. Existe um inteiro f tal que £ = £, Fazemos a diviséo euclidiana de pt

q
por m encontramos quociente g,, e resto a, tais que pt = mq, +a, e 0 < a, < m.

Dai g = Dimim - (mql”l)! + 2. Podemos repetir o processo mais m — 1 vezes e obter

m!
P_m
g~ 1
Para provar a unicidade suponha que existem duas representacdes distintas para g e

seja k o maior indice que aparece nessas representagoes. Podemos completar com zero

+2+---+% coma; >0ei>a; >0parai=2,...,m.

para termos a mesma quantidade de termos nas duas representacoes.

a1 ar Ay _ bl b2 bk
FU TR T E T TR ]

Seja i o menor indice tal que a; # b;. Suponha sem perda de generalidade que a; > b;.

Temos assim

1 _ai=bi _bia—am biy—ain ___+bm—am i . i+1 +”'+m—1
TR i+ | (i+2) ml G+ (+2) ml
Pela identidade 13y — §; = ** podemos calcular essa soma e obter

Que é uma contradicao.
Concluimos que para todo racional positivo existe exatamente uma representagdo

satisfazendo as condicdes.
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Problema 0.65 (OBM1991). (OI) Demonstre que existem infinitos multiplos de 1991 que
sdo da forma 19999 ...99991.

Solucao

Observe que o numero 19999...99991 formado por # algarismos pode ser escrito como
19999...99991 =2 -10"*1 —9

Queremos infinitos x tal que 2 - 10* = 9 (mod 1991). Sabemos que para x = 3 essa
congruéncia é verdadeira e que pelo Teorema de Euler-Fermat se mdc(1991,10) = 1
entdo 1070%0) = 1 (mod 1991). Logo, podemos tomar x = 3 + ¢(1991)k para qualquer

k inteiro ndo negativo, pois
2103909k _9 =2.10%. (1090 —9=2.103-9=0 (mod 1991).

Problema 0.66 (IMO1983). (OA) E possivel escolher 1983 inteiros positivos distintos,
todos menores que 10°, tal que ndo existam trés que sejam termos consecutivos de uma

progressdo aritmética?

Usar base 3.

Solucéo

Tomaremos inteiros positivos n menores que 10° que possuem apenas 0 e 1 na repre-
sentacdo na base 3. Como 10° = (12002011201)3. Podemos escolher cada um dos 11
algarismos para ser 0 ou 1, pois o nimero formado por 11 algarismos 1 na base 3 é
menor que 10°. Excluindo o 0 em que todas as escolhas sdo 0 temos 2'1 — 1 = 2047
numeros. Isso ja € maior que 1983, entdo basta excluir o excesso.

Veja que trés numeros x, i e z estdo em progressao aritmética se, e somente se, x +z = 2y.
Se trés dos nossos 2047 niimeros estdo em progressdo aritmética entdo 2y possui apenas
0 e 2 na base 3. Veja que cada posicdo na representacdo de x + z na base 3 é 0 quando
ambos tem 0 nessa posicdo, 1 quando um deles tem 0 e o outro 1 e 2 quando ambos
tem 1. Dessa forma, x + z = 2y para esses nimeros implica que eles possuem os mesmos
digitos em cada posicdo na base 3 e x = y = z. Logo, entre nossos 2047 nimeros ndo

existem trés que sejam termos consecutivos de uma progressao aritmética.
Problema 0.67. (OI) Seja S(n) a soma dos digitos de n. Encontre S(S(S(Z25 +1))).
Solucéao

Por congruéncia médulo 9, sabemos que S(n) = n (mod 9). Entdo o numero desejado

satisfaz a conguréncia a seguir.

SGSSRY +1)) =22+1=2H10.2241=(-1D°.4+1=5 (mod 9)
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Além disso, veja que 232 < (2%)!1 < 10!! tem no médximo 11 algarismos e S(22° +1) < 9 -
11 = 99. Agora podemos seguir limitando as somas dos digitos S (S(225 +1)) <9+9=18
e S(S(S(Z25 +1))) < 1+8 =9. O unico inteiro positivo menor que ou igual a 9 que é

congruente a 5 médulo 9 é o préprio 5. Concluimos que S(S(S(Z25 +1))) =5.

Problema 0.68 (China2003). (OI) Encontre todas as ternas (d, m, n) de inteiros positivos
tais que d™ + 1 divide d" + 203.

Solucao
Vamos representar as solucdes por triplas (d, m, n).
Se d = 1 a divisibilidade ¢é verdadeira para quaisquer inteiros positivos m e n. Temos
solucdes (1,m,n). Se m =1 entdo d" + 203 = (—1)" + 203 (mod d + 1). Se n par, entdo
d+1|204etemosd=1,2,3,5,11,16,33,50,67,101 ou 203. Para cada um deles temos
solucdo (d,1,2k). Se n impar, entdo d +1 | 202 e temos d = 1,100 ou 201. Temos duas
solucoes (100,1,2k +1) e (201,1,2k + 1).

De agora em diante consideraremos d > 2 e m > 2. Faremos trés casos.
(i) Sen < m, entdo
A" +203 > d"+1>d" +1 =202 > d"d —1).

Temos os seguintes casos:

Sed=2entaol <n<7.

Sed=3entiol <n <4,

Sed=4entiol <n <3.

Sed=5entaol <n <2.

Sed=6entiol <n <2.

Se7<n<1l4entaon =1.

Para n > 15, entdo d"(d — 1) > 15- 14 = 210 > 202 e nao temos solucoes.
Testando os casos temos solucdes (2,2,1), (2,3,2) e (5,2,1).

(ii) Se n = m, entdo d™ +1 | 202 e temos solucdes d” = 1,100 ou 201 que s6 tem a
solucdo (10,2,2) comd > 2em > 2.

(iii) Sen > m,entdod" =d" ™ -d" = —d" ™ (mod d™ + 1) e temos d" +1 | d"~ ™ —

203.

(a) Sed" ™ < 203, entdo considere n —m =s > 1ed™+1 | 203 — a°. Veja que
203—a°>a"+1=202>d"+d° > d°(d+1).
Como vimos antes podemos limitar as possibilidades para d < 14 e testar. As

triplas (d, m, s) que satisfazem a divisibilidade sao (2,2,3), (2,6,3), (2,4,4),
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(21 3/ 5)’ (21 2/ 7)7 (31 2/ 1)5 (41 2/ 2)) (51 2/ 3) e (8/ 2/ 1)'
E isso nos da as seguintes solucdes (d, m, n): (2,2,5), (2,6,9), (2,4,8), (2,3, 8),
(2,2,9),3,2,3), (4,2,4), (5,2,5) e (8,2,3).

(b) Se d"~™ =203, entdo d = 203, n — m = 1 e temos a solucdo (203, m,m + 1)

comm > 2.

(¢) Sed" ™ > 203, entdo d™ +1 | d" ™ —203 = d" < d" ™ = n > 2m. Usando
novamente que d” = —1 (mod d™ + 1) temos d” +1 | d"~?" +203. Nesse

caso (d, m, n) é solucdo se, e somente se, (d, m,n — 2m) também é solucao.

Concluimos que as solu¢des comd > 2em > 2sao (2,2,4k+1), (2,3,6k+2), (2,4, 8k+
8), (2,6,12k +9), (3,2,4k +3), (4,2,4k +4), (5,2,4k + 1), (8,2,4k +3), (10,2,4k +2) e

(203, m, (2k + 1)m + 1), onde k é um inteiro ndo negativo qualquer e m > 2 um inteiro.

Problema 0.69. (A) Seja p > 2 um niimero primo. Demonstre que

2
<<P;1> !) = (=1)P*D/2 (mod p).

Pelo Teorema de Wilson sabemos que (p — 1)! = —1 (mod p). Para k > ’%1 podemos

Solucéao

trocar k por —(p — k) =k (mod p) com p —k < pTH. Sendo pT_l fatores —1 temos.

“1=(p-1i= <<”;1) !>2<—1><P1>/2 (mod p)

2

Problema 0.70 (Austrian-Polish1996). (OA) Mostre que ndo existem inteiros ndo nega-

tivos m, n tais que m! +48 = 48(m + 1)".

Solucao
Esta solucao foi consultada em [1].
Suponha que existem m e n. Veja que 48 | m! = m > 6. Sabe-se que % = 15. Para

m =6em =7 as equagoes Sao

6! 48 _, .
w7 e =7
7048

A 105+1=8"
B8 ©105+1=8

~ . ~ 7 ! .
Para ambas néo existe solucdo n. Para m > 8 o numero 7g possui todos os fatores

primos menores que ou iguais a m. Se m + 1 ndo é primo, entdo ele tem um divisor
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primo p que divide T—S! e ndo pode dividir T—S! +1. Se m +1 é primo, entdo pelo Teorema
de Wilson sabemos que m + 1 | m! +1 e pela equacio fornecida m + 1 | m!+48 implicando
que m+1 |47 = m+1 =47 = m = 46. Resta mostrar que % + 1 ndo é uma poténcia
de 47.

Para isso usaremos moédulo 53. Pelo Teorema de Wilson 52! = —1 (mod 53) e sabemos

que os inversos modulo 53 de 6, 5, 4, 3 e 2 sd0 9, 32, 40, 18 e 27, respectivamente. Dai,
52!=46!-(—6) - (—=5)-(—4)-(=3)- (—2)-(—1) (mod 53)
= 46!=9-32-40-18-27-(—1) (mod 53).
Vejaque 9-18 =3-54 = 3 (mod 53),32-40 = 160 -8 = 8 (mod 53) e 27 - (—1) = 26

(mod 53). Isso nos leva a

46! _3-8-26 _
Observe as congruéncias das poténcias de 47 = —6 (mod 53) mddulo 53.

(47', 472,478, 47*, 475,470,477 /478 47° 4710 47" 4712 47'3) =
= (47,36,49,24,15,16,10,46,42,13,28,44,1) (mod 53)

Temos 47" = 1 (mod 53) e 47" = 47'39*" = 47" (mod 53) e esses sdo todas congruén-
cias possiveis médulo 53.
Como 14 néo estd entre os possiveis valores podemos concluir que % +1 néo é uma

poténcia de 47.

Problema 0.71. (OA) Seja p um niuimero primo. Demonstre que (p — 1)!+1 é uma

poténcia de p se, e somente se, p =2, 3 ou 5.
Solucéao
Suponha para p > 5 que (p — 1)! +1 = p* para um inteiro positivo k. Temos
(p—Dl=p 1= - +p 2+ +p+1)
=p-2'=p e p 24 rp+1

Note que para p > 5temos p —2 > "%1 >2>1lep—1|(p—2). Entdo médulo p — 1

temos
0=p 1+ 2+ 4pr1=1"14124 ... 4141=k (modp-1)=p—1|k
A partir disso, temos as desigualdades a seguir.

PF>pP s> (p-1+D)p-2(p—3)...2-1> (p—1)!+1

Portanto, para p primo com p > 5 o nimero (p — 1)! +1 néo € poténcia de p.

97



98

FUNDAMENTOS

Problema 0.72. (OA) Demonstre que para todo niimero primo p > 3, o niimero (”pp )—n

¢ divisivel por p**" onde p" é a maior poténcia de p que divide n.

Solucao
Veja que (V) —n = "Tf(”p”:ll) —n=n ((”ppjll) — 1). Entéo provar que (") — n ¢ divisivel
por p’*3 é equivalente a provar que (”}f:ll) — 1 é divisivel por p>. Veja que

(“P—1> - p=Dp=2)---(p—(p—1) —(p— 1)
p—1 (p — 1!
O denominador néo possui fatores p e o problema passa a ser provar que o numerador

possui 3 ou mais fatores p. Veja que

(mp—D(np—=2)---(np—-(p—-1))—(p-D!=
= n2pA(—1)P 73S, 3 +np(~1)P 28,2+ (-1’ 1S,_1 — (p— 1! (mod p°)

Onde cada S; é a soma dos produtos de i nimeros de 1 até p — 1. Como S, 1 = (p — 1)!

e (—1)P~! = 1, pois p é impar, os dois ultimos termos se cancelam. Observe que

2= (p—1)! ( + 4t —) Pelo Teorema de Wolstenholme, se §+ 5 +---+

p—1
pll = N, entdo p? | N. Com isso, np(—1)P2S,_, = 0 (mod p?). Cada parcela de

Sy—3 € o produto de todos os numeros de 1 até p — 1 com excegdo de dois fatores i

Sp-
e j. Denotaremos por 7; e r; os inversos multiplicativos médulo p de i e j de 1 até
p —1, ou seja, ir; = jrj = 1 (mod p). Entdo multiplicando por ir;jr; = 1 (mod p)
cada parcela é congruente médulo p a (p — 1)!r;rj = —r;rj (mod p). Observe que
todos os nuimeros de 1 até p — 1 aparecem exatamente uma vez entre os r; € temos
Zl 1 r1—1+2+---+p—1=@50 (mod p). Temos

p—1 p—1 p—1

25, 3= Y, —2rr= Y —r(Y.(rp)—r)= Y 1} (mod p)

1<i<j<p-1 i=1 j=1 i=1

Temos Zpl 2=yl 12 = e=DP=D — 0 (mod p) = p | S,_3 para p > 3. Logo,
n?p*(—=1)P=35,_3 = 0 (mod p?). Portanto, temos

PPl np—D(np—2)---(np—(p—1) = (p— Dt = p’ | (npp__f) “1= (npp) o

Problema 0.73. (A) Demonstre que

1<k<n,mdc(n,k)=1
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Solucao

Para n = 1 a igualdade nio é verdadeira, pois o lado esquerdo é 1 e o direito é 1

Para n > 2 temos mdc(n, k) = 1 < mdc(n,n — k) = 1, pois para cada fator primo
pdensep | kentdo p | n —k e vice-versa. Além disso, os nimeros sdo distintos
k=n—k < k=7 eparan > 2 temos mdc(n, 5) = 5 > 1. Portanto, paran > 2 0
numero ¢(n) é par e podemos formar @ pares de numeros (k, n — k) que somam #.

Concluimos que a soma dos nimeros menores que 7 primos com 7 é @ ‘n= %(”).

Problema 0.74. (OI) Demonstre que se mdc(a, b) = 1, entdo todos os divisores primos de
a? + b? sdo da forma 4k + 1.

Utilize o teorema de Euler-Fermat.

Solucao
Seja p um divisor primo de a> +b>. Se p | aentdo p | a®> = p | b> = p | bea e bnio
seriam primos entre si. Logo p néo divide a e p néo divide b. Se p = 2 entéio p | 1% + 12
e temos uma excecdo. Para p impar o numero pT_l é inteiro e podemos manipular a

congruéncia a seguir.

pla+0? = a? = -1 (mod p) = (@) = (=b»)'T  (mod p)

Se p = 3 (mod 4) entdo ’%1 é um inteiro positivo impar e pelo Teorema de Euler-
Fermat:

l=a"1=-bp"1=-1 (modp)=p]|2

Como isso é uma contradi¢do, ndo ha nenhum primo p com p = 3 (mod 4) tal que
p | a> + b? e esse nimero s6 tem fatores primos 4k + 1 e 0 2 que é excecio.
Outra forma de usar esse resultado é: se p é um primo, p = 3 (mod 4) e p | a® + b?

entdop |aep|b.

Problema 0.75. (OI) Demonstre que existem infinitos primos da forma 4k + 1.

Solucdo
Suponha que existe uma quantidade finita de primos 4k + 1. Se a quantidade € finita,
entdo podemos listar todos os primos 4k + 1: py, p2, ..., pn. Considere o numero
N = (2p1p2 - .. pn)* + 12. Pelo Teorema Fundamental da Aritmética N pode ser fatorado
em primos. Pelo problema anterior do fato de N ser impar e a soma dos quadrados de
dois nimeros primos entre si sabemos que ele sé possui fatores primos 4k + 1. Porém,

para cada p,, sabemos que p,, | N — 1 implicando que p,, { N. Entdo N possui um fator

E-
_ . 7 . . _ 21
Vamos provar que vale para n > 2. Para n = 2 a igualdade € verdadeira, pois 1 = 5.
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primo 4k + 1 que néo esta listado gerando uma contradi¢do. Portanto, existem infinitos

primos da forma 4k + 1.

Problema 0.76. (OI) Sejam m, n inteiros positivos. Demonstre que 4mn — m — n nunca

pode ser o quadrado de um ntimero inteiro.

Solucéo

Suponha que 4mn — m — n seja o quadrado de um nimero inteiro x. Temos
dmn —m—n=x> < 16mn —4m —4n+1=4x*>+1< (dm —1)4n —1) = 2x)* +1?

Veja que 4m — 1 = 3 (mod 4) é impar e ndo pode ter apenas fatores primos da forma
4k + 1, pois o produto de numeros 4k + 1 é congruente a 1 mdédulo 4. Existe um primo
p da forma 4k + 3 tal que p | 4m — 1. Isso implica que p | (2x)? + 1> que é a soma dos
quadrados de dois niimeros primos entre si implicando que p | 2x e p | 1 que é uma
contradi¢cdo. Portanto, ndo existem m e n inteiros positivos tais que 4mn — m — n seja

um quadrado perfeito.

Problema 0.77 (IMO1986). (OA) Seja d um numero positivo distinto de 2, 5 e 13.
Demonstre que é possivel encontrar dois numeros diferentes a e b que pertencam ao

conjunto {2,5,13,d} tais que ab — 1 ndo é um quadrado perfeito.

Solucao
Vejaque?2-5—1=32,2-13—-1=5%e5-13 — 1 = 82. Entdo provaremos que um dos
numeros ab — 1 usando o d ndo é quadrado perfeito. Suponha que existem inteiros
positivos x, y e z tais que 2d — 1 = x2,5d — 1 = y? e 13d — 1 = z%. Como 2d — 1 é impar,
entdo x é impare2d —1 = x> =1 (mod 8) = d =1 (mod 4). Com isso, os niimeros
5d —1 e 13d — 1 sdo pares e, portanto, i e z sdo pares. Existem inteiros positivos v e z;
tais que y = 2y; e z = 2z;. Note que z2 —y> = (13d — 1) — (5d — 1) = 8d = 4z% — 4y3 =
8d = (z1 —y1)(z1 + 1) = 2d. Se z; e y; possuem paridades distintas temos z; — 1 €
z1 + Y1 seriam ambos impares e 2d teria que ser impar, que € impossivel. Se z; e v
possuem a mesma paridade, entdo z; — y; e z; + y; seriam ambos pares e 24 teria que
ser multiplo de 4, mas isso é impossivel ja que d é impar. Concluimos que um dos trés

numeros 2d — 1, 5d — 1 ou 134 — 1 ndo é um quadrado perfeito.

Problema 0.78. (OI) Demonstre que se p | (aP — b), entdo p? | (a? — bP).

Solucao

Vamos resolver o problema supondo que p € primo, pois existem contraexemplos
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quando p nfio é primo. Por exemplo, 38 — 18 é divisivel por 8, mas néo por 8.
Pelo Teorema de Euler-Fermat, a = a¥ = b” =b (mod p) = a = b (mod p) = a =

pt + b para algum inteiro t. Podemos expandir a” — b” pelo Binémio e Newton

AP —bP = (pt)yP 4+ <§> (pH)2bP =2 + <§’> (pH)'bP 1+ bP — bP =

=(pt)P +-- -+ <§> (pt)?bP =2 + Pt~ 1 =0  (mod p?)

Usamos que (¥) = p e que para k > 2 temos p* | (?)(pt)*b?~ ja que esse niimero tem

pelo menos k fatores p.
Problema 0.79 (IMO1984). (OA) Encontre um par de inteiros positivos a,b tais que

ab(a + b) ndo é divisivel por 7, mas (a +b)” —a’ — b’ € divisivel por 7.

Solucao

Pelo Bindémio de Newton temos
(a+b) —a” — b =7a° +21a°b% + 35a*b° + 35a°b* + 21a°b° + 7ab® =
= 7ab(a® + b + 3ab(a® + b) + 5a°b*(a + b))
Podemos fatorar a° + b° e a® + b® por a + b e obter
(a+b) —a” — V" =7ab(a+b)(a* — a®b + a®b* — ab® + b* + 3a°b — 3a%b? + 3ab® + 5a%b%) =

= 7ab(a + b)(a® + ab + b?)%.

A partir dessa fatoragéo, para que 77 | (a +b)” —a’ — b7 basta que 7° | a® + ab + b?.
Observe que 182 + 18 - 1+ 12 = 343 = 73 e temos a solucéo (a,b) = (18,1).

Problema 0.80 (OIbM2001). (OI) Demonstre que para cada inteiro positivo n existe
um inteiro m tal que 2" tem no minimo %n — 1 zeros entre seus tltimos n algarismos em

notagdo base 10.

Solucéao

Pelo Teorema de Euler-Fermat,
296" =1 (mod 5") = 2¢6)*" = 2" (mod 10")

Tomando m = @(5") +n = 4-5""1 + n temos que os tltimos 7 algarismos de 2™ sio
formados por zeros e pelos algarimos de 2".

Se 1 é multiplo de 3 temos 2" = 85 < 103 que possui % +1 algarismos. Nesse caso, 2"
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possui no minimo 1 — (3 +1) = 27” — 1 zeros entre seus ultimos n algarismos.

Se n ndo é multiplo de 3, para x = 1 ou 2 temos n + x multiplo de 3 e 2" < 2" =

n+x n+x , ; . ’ s .
83 < 105 que é o menor nimero com “3* +1 algarimos. Dai, 2" no maximo 3*

algarismos e 2" possui no minimo n — %3* = %” -3 > %” — 1 zeros entre seus ultimos

n algarismos.

Problema 0.81 (IMO2003). (OA) Seja p um nuimero primo impar. Demonstre que existe

um primo q tal que para todo n, o nimero n” — p ndo é divisivel por q.

Solucdo

Seja g um fator primo de N = ’”::11 = pP~1+...+ p?>+ p+1. Podemos tomar g de

modo que g # 1 (mod p?), pois se todos os fatores primos de N fossem congruentes a 1
mddulo p? o produto das poténcias deles seria congruente a 1 médulo p?, mas N = p +1
(mod p?). Notequeseq |p—lentiop=1 (mod q) = 0=p’ 1+ - +p?+p+1=p
(mod q) = q | p = q = p. Porém, isso ¢ uma contradicdo, pois N = 1 (mod p) e
N =0 (mod ¢).

Pelo Teorema de Euler-Fermat, sabemos que p7~! =1 (mod q) e g | p9~! — 1. Dali,
temos que g | mdc(p? — 1, p9~ ! — 1) = p™dcr4=1) — 1, O primo p s6 tem dois divisores
1 e p. J& vimos que 1 ndo serve, pois 4 { p — 1, entdo tem que ser p e mdc(p, g — 1) =
p = p | q — 1. Existe um inteiro positivo x tal que g — 1 = px.

Suponha que existe um inteiro n tal que g | n” —p. Seq | nentdoq |p =>qg=pe
ja vimos que isso nédo é possivel nesse problema. Se g { n entdo p = n? (mod q) =
p* =nP* =n1! =1 (mod ¢). Mas isso implicaq | p* —1eq | mdcp? —1,p* — 1=
p™de(P¥) — 1 =p—1ou p” — 1. Novamente, lembramos que g { p — 1 e ficamos com
mdc(p,x) = p = p | x. Ora, masissonoslevaag—1 =0 (mod p?) = g = 1
(mod p?). Mas por construciio g # 1 (mod p?) gerando uma contradi¢io. Entdo o
contrdrio da suposicédo é verdadeiro, ou seja, ndo existe n inteiro tal que n” — p seja

divisivel por g.

Problema 0.82 (IMO1979). (OI) Sejam m e n inteiros positivos tais que

m 1+1 1+ 1 N 1
n 2 3 4 1318 * 1319°

Mostre que m é divistvel por 1979.

Solucao

Manipulando o somatdrio temos

1 1 1 1 1 1
m 2(

1 1
PR R R SRR TR ETT A z+4+'”+ms)
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Cada fracao zl—k multiplicada por 2 cancela com % Isso ocorre para k = 1,2,---,659.
Entao,

m_ 1, o, 1,1

n 660 661 1318 © 1319

~ 1 1 _ 1979
Somando as fragbes nos extremos < + grg—5 = T1979 ) 1emos

m 989 1
T _197 - -
n 79 <x;660 x(1979 — x)

A soma das fra¢des do somatdrio é % em que D é um divisor do produto dos niemros

de 660 até 1319. O fator 1979 ndo se cancela com D, pois 1979 é primo e, portanto,
relativamente primo com cada ntimero menor que ele. Entdo m é igual a 1979N e é

divisivel por 1979.

Problema 0.83. (OA) Seja p um nimero primo impar e sejam a e b inteiros ndo divisiveis

por p tais que p | a — b. Mostre que p* | a* — b" <= p* | n(a —b).

Solucao
Suponha que a2 — b possua « > 1 fatores p e que n possua > 0 fatores p. Veja que
n(a — b) possui exatamente « + 3 fatores p. Entdo basta provar que a” — b" possui essa
mesma quantidade de fatores p.

Podemos escrever 4 como p* -t +b com p { t. Dessa forma,
at —p't = (pvct + b)n _pt= (put)n +eet <Z> (pat)anfZ + <§l> (pat)bnfl

O dltimo termo é np*th"~! e possui exatamente « + 3 fatores p. Se provarmos que todos

a+p+1

os outros possuem pelo menos « +  + 1 fatores p, entdo a” — b" = p x + p*thy =

p**P(px +y) onde p ndo divide y.

<Z> (pat)kbnfk — % <Z : 1) (pzxt)kbnfk

Se k ndo possui fatores p temos pelo menos B+« -k > a+ S+ 1 para k > 2. Se k possui

Cada termo ¢ da forma

alguns fatores p. Seja r a quantidade de fatores p de k. Podemos escrever k = p’k tal
que p ndo divide ko. Nesse caso, a quantidade de fatorespé p+a-k—r > B+a-p" —r.
Mas para p > 3 e r > 1 sabemos que p” > r + 1 e a quantidade de fatores p serd maior
que B+a(r+1)—r=a+B+a-r—r =wa+p. Entdo, de fato, para k > 2 cada termo
tem pelo menos « + B + 1 fatores p.

Portanto, n(a — b) e a" — b" possuem a mesma quantidade de fatores p e

“

pkla" —b" <= p*|n(a—b).
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Problema 0.84. (A) Sem usar computador (mas podendo usar calculadora) e sabendo
que os fatores de n estdo perto um do outro, use o método de Fermat para determinar os

fatores de
(a) n =62236177.

(b) n =6218583803.
Solucao
(a) Pelo método de Fermat comegamos testando xp = |1/62236177| + 1 = 7889. Veja
que x3 — 62236177 = 144 = 12% e podemos fatorar o ntimero

n = 62236177 = 78892 — 122 = (7889 — 12)(7889 + 12) = 7877 - 7901.

(b) Novamente, comegaremos pelo método de Fermat xo = | /6218583803 | + 1 = 78858.
Como x3 — 6218583803 = 361 = 19° temos a fatoragdo

n = 6218583803 = 78858> — 192 = (78858 — 19)(78858 + 19) = 78839 - 78877.

Problema 0.85. (A) Fatore (sem usar computador) 801621073 sabendo que tem trés

fatores primos: um muito pequeno e os outros dois muito proximos.

Solucao

Primeiro testamos os menores primos possiveis. Veja que
801621073 =+8 —0+1—-6+2—1+0—-7+3=0 (mod 11)

Dividindo por 11 obtemos 801621073 = 11 - 72874643. Agora usaremos o método
de Fermat para terminar de fatorar. Temos xy = |/72874643| +1 = 8537. Temos
x3 — 72874643 = 5276 que ndo é um quadrado perfeito. Vamos para x; = 8538. Veja
que x? — 72874643 = 22801 = 1512. Dali,

72874643 = 85382 — 1512 = (8538 — 151)(8538 + 151) = 8387 - 8689.
A fatoracdo do numero inicial em primos é
801621073 = 11 - 8387 - 8689.

Problema 0.86. (A) Encontre os fatores de 521827 sabendo que ¢é produto de dois primos
e ¢(521827) = 520056.
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Solucao
Queremos encontrar dois primos p e g tais que pq = 521827 e ¢(521827) = 520056 =
(p—1D@—-1)=pg—p—q+1=>520056 = p+q =1772. Usando a equagdo do segundo
grau temos (x — p)(x —q) = x> — (p+q)x + pg = x* — 1772x + 521827 = 0. Temos
A = (—1772)% — 4-1-521827 = 1052676 = 1026% e x = 177251026 gyponha sem perda
de generalidade que p > g. As solucdes sfo p = 177251026 = 1399 ¢ g = 1772-1026 _ 373

Portanto, a fatoracdo de 521827 em primos é 1399 - 373.

Problema 0.87. (A) Sabendo que a chave ptiblica de criptografia RSA sdo os ntimeros
N =26549 e s = 101, determine a chave privada.

Solucao
Comecemos fatorando N = 26549 através do método de Fermat. Temos xo = | /26549 | +

1 = 163 e testamos os possiveis valores na tabela a seguir.

x;i | y/x? —26549
163 V20
164 V347
165 26

Assim, N = 26549 = 1652 — 262 = 139 - 181 e ¢(N) = (139 — 1)(181 — 1) = 24840. A
chave privada € a solucdo da congruéncia 101x = 1 (mod 24840). Podemos encontra-la

usando o Algoritmo de Euclides.
24840 = 101 - 245+ 95
101=95-1+6
95=6-15+5
6=5-1+1
5=1-5+40
Temos que mdc(24840,101) = 1 e podemos encontrar inteiros x e y tais que 101x +
24840y = 1.
1=6-1+5-(-1)
1=6-1+(095+6(—15))-(-1)=6-16+95-(-1)
1=(101-1+95-(—-1))-16+95-(—1)=101-16+95-(—17)
1=101-16+ (24840 -1+ 101 - (—245)) - (—17) = 101 - 4181 + 24840 - (—17)

Logo 1 =101 -4181+24840-(—17) = 101 -4181 = 1 (mod 24840) e a chave privada €é
r =4181.
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Problema 0.88. (A) Determine a menor solugdo inteira positiva do sistema

x=3 (mod 7)
x=5 (mod9)
x=2 (mod 8).

Solucao
As solugdes da primeira congruéncia sdo da forma x = 7x; + 3 para algum inteiro
x1. Resolvendo na segunda congruéncia 7x;1 +3 = 5 (mod 9) < 7x; = 2 (mod 9)
como mdc(7,9) = 1 podemos multiplicar os dois lados pelo inverso de 7 modulo 9
que é 4. Dai, 28x; = x; = 8 (mod 9). Temos que x; = 9x; + 8 e as solucdes das
duas primeiras congruéncias sdo da forma x = 7(9x, + 8) + 3 = 63x;, +59. Finalmente,
usamos essa forma na terceira congruéncia 63x; +59 = 2 (mod 8) < 63x, +3 = 2
(mod 8) < 63x, = —1 (mod 8). Veja que mdc(63, 8) = 1 e 63 possui inverso mddulo 8.
Multiplicando os dois lados por —1 temos x, =1 (mod 8) e x; = 8x3 + 1. Concluimos

que as solucoes desse sistema de congruéncias é da forma
x =63(8x3+1)+59 = 504x3 + 122

para qualquer inteiro xs.

A menor solucdo inteira positiva do sistema € x,,;,, = 504 - 0 + 122 = 122.

Problema 0.89. (A) Determine todas as solucdes do sistema

x=1 (mod 6)
x=7 (mod 10)
x=4 (mod 33).

Observe que o sistema ndo satisfaz as condigbes do teorema Chinés dos restos.

Solucao
As solucdes da primeira congruéncia sdo da forma x = 6x; + 1 para todo inteiro
x1. Substituindo na segunda 6x; +1 = 7 (mod 10) & 6x; = 6 (mod 10). Como
mdc(6,10) = 2 > 1 ndo podemos cancelar 6 na multiplicacdo, que matematicamente
seria multiplicar pelo inverso de 6 e este ndo existe. Mas veja que 6x; = 6 (mod 10) <

6x1 =6 (mod 2) e 6x1 = 6 (mod 5). Veja que 6x; = 0 = 6 (mod 2) para qualquer x;.
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Entdo resta analisar 6x; = 6 (mod 5) < x1 =1 (mod 5), pois mdc(6,5) = 1 e 6 possui
inverso multiplicativo em Z /(5). Logo, as solucdes das duas primeiras congruéncias sao
da forma x = 6(5x2 + 1) + 1 = 30x, + 7. Seguimos para a terceira e ultima congruéncia do
sistema 30x; +7 = 4 (mod 33) < 30x; +7 =4 (mod 3) e 30x, +7 =4 (mod 11). Veja
que 30x, +7 =0xp+1 =1 =4 (mod 4) é verdadeira para todo x; inteiro. Ja a outra
congruéncia 30x; +7 = 4 (mod 11) & —3x; = —3 (mod 11) < x; = 1 (mod 11).
Vale lembrar que podemos cancelar o —3, pois mdc(—3, 11) = 1. Portanto, as solugoes

desse sistema de congruéncias sdo os numeros da forma
x =30(11x3 + 1) +7 = 330x3 + 37
para qualquer inteiro xs.

Problema 0.90. (A) Determine todas as solucdes de x> + x +18 = 0 (mod 42).

Solucéo

Fatorando 42 = 2-3 -7 temos x>+ x + 18 = 0 (mod 42) < x> +x+18 = 0 (mod 2),
x> +x+18 =0 (mod 3) e x2 + x+18 = 0 (mod 7). Veja que médulo 2 a congruéncia é
verdadeira para todo x, pois xou x +1 épare x> +x+18 = x(x + 1) +0 = 0 (mod 2).
Analisando médulo 3 temos x*> + x + 18 =0 (mod 3) < x(x+1) =0 (mod 3) < x =0
(mod 3) ou x = 2 (mod 3). No tltimo passo usamos o fato de 3 ser primo e que um
primo divide um produto se, e somente se, ele divide um dos fatores. Para o médulo
7 veja que x> +x+18 = 0 (mod 7) & x*>+x = 3 (mod 7). Vamos multiplicar por 4 e
somar 1 para montar o quadrado perfeito. Veja que isso conserva a equivaléncia das
congruéncias, pois mdc(4,7) = 1. Dai, 2x +1)> =4-3+1 = 6 (mod 7). Por outro lado,
veja que as possibilidades sion = 0,1,2,3, =3, =2, —1 (mod 7) = n> =0,1,4,2,2,4,1
(mod 7). Entdo ndo hd solucdo para esta congruéncia.

O conjunto solucao dessa congruéncia é o conjunto vazio.
Problema 0.91. (A) Quantos elementos tem (Z /(210))*? Quantos deles tém ordem 24?
Solucéao

Por definicdo, o nimero de elementos de (Z/(210))* é ¢(210). Lembrando que se

mdc(m, n) = 1 entdo p(mn) = p(m)p(n) temos
¢(210) = ¢(2)9B)p(5)p(7) =1-2-4-6 = 48.

Um elemento a € (Z/(210))* tem ordem 24 quando 4’4 = 1 (mod 210) e a* # 1

(mod 210) para 1 < t < 24. Em outras palavras a ordem é o menor expoente ¢ tal que
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a' deixa resto 1 na divisdo por 210.
Veja que mmc(¢(2), ¢(3), ¢(5), ¢(7)) = mmc(1, 2,4, 6) = 12. Se tomarmos um inteiro a

tal que mdc(a,210) = 1 podemos usar o Teorema de Euler-Fermat para provar que
a'=1 (mod2)=4a2?=1 (mod?2)

i*=1 (mod3)=a?=1 (mod 3)
i* =1 (mod5)=a>=1 (mod 5)
=1 (mod7)=a2?=1 (mod?7)

12 —

entdo a (mod 210). Concluimos que nenhum elemento tem ordem 24.

No capitulo 1 do livro ha mais informacdes e resultados sobre ordem.

Problema 0.92. (A) Resolver as equagdes lineares
(@ 7x =12 (mod 127)
(b) 12x =5 (mod 122)

(0) 40x = 64 (mod 256)

Solucao

(a) Comomdc(7,127) = 1 temos que 7 possui inverso modulo 127. Podemos determina-

lo pelo Algoritmo de Euclides
127 =7-18+1

Temos 7-18 = —1 (mod 127) = 7-(—18) = 1 (mod 127). Multiplicando a

congruéncia fornecida por (—18) a congruéncia é equivalente a
x=5-(—18) = —-90 =37 (mod 127).
As solucdes sdo x = 127k + 37 para todo inteiro k.

(b) Né&o admite solucdo inteira, pois mdc(12,122) =21 5.

(c) Veja que mdc(40, 256) = 8 e podemos dividir todos os nimeros por 8.
40x =64 (mod 256) < 5x =8 (mod 32).

Vale ressaltar que isso sé possivel porque 8 | 64. Caso contrario ndo teriamos

solucdo como aconteceu no item anterior.
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Temos mdc(5,32) = 1 e existe o inverso multiplicativo de 5 em Z/(32). Como

5.13 =65 =1 (mod 32) podemos multiplicar a congruéncia por 13 e obter
x=8-13=8 (mod 32).

Entdo as solucdes sdo x = 32k + 8 para todo k inteiro.

Observe que esses numeros representam 8 congruéncias modulo 256 = 32 - 8, uma
para cada resto de k na divisdo por 8. Por exemplo, se k deixa resto 3 na divisao
por 8 temos k = 87 +3 e x = 32(89 + 3) + 8 = 2564 + 104.

Problema 0.93. (A) Resolver o sistema de congruéncias lineares

x= 0 (mod7)
x= 1 (mod 12)
x=-5 (mod 17)

Solucéo
As solugdes da primeira congruéncia sdo da forma x = 7x;. Substituindo essa forma
na segunda e lembrando que se mdc(7,12) = 1 entdo 7 possui inverso multiplicativo
em Z/(7) temos 7x; = —1 (mod 12) < 49x1 = -7 (mod 12) & x = -7 =5
(mod 12). Assim, x1 = 12x; + 5 e as solucdes das duas primeiras congruéncias sdo da
forma x = 7(12x, + 5) = 84x, + 35. Substituindo essa forma na terceira e, novamente,
lembrando que se mdc(84,17) = 1 ent&o 84 possui inverso multiplicativo em Z /(17)
temos 84x, + 35 = —5 (mod 17) < 84x, = —40 = —6 (mod 17) < x, = 6 (mod 17),
pois 84 = —1 (mod 17). Concluimos que as solucdes do sistema de congruéncias sao
da forma
x = 84(17x3 + 6) + 35 = 1428x3 + 539.

para qualquer inteiro xs.

Problema 0.94. (OI) Um inteiro positivo n é chamado de auto-replicante se os tiltimos
digitos de n?> formam o nuimero n. Por exemplo, 25 é auto-replicante pois 25> = 625.

Determine todos os nimeros auto-replicantes com exatamente 4 digitos.

Solucao
Observe que n é auto-replicante de 4 digitos se, e somente se, n possui 4 digitos e
satisfaz x> = x (mod 10%), pois os 4 tltimos digitos formam o resto na divisio por 10%.

2 = x (mod 10%) se, e somente se, é solucio do

Usando a fatoracdo em primos temos x
sistema

x> =x (mod 2%
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x> =x (mod 5%

Veja que x> — x = x(x — 1) entdo cada uma das congruéncias médulo poténcia de primo

se torna x congruente a 0 ou 1. Faremos as quatro combinacdes possiveis

(1) x =0 (mod 16) e x = 0 (mod 625) < x = 0 (mod 10000) < x = 100009 e ndo

temos solucdo de 4 digitos.

(i) x = 0 (mod 16) e x = 1 (mod 625). Da segunda congruéncia x = 625k +1 e
testando na primeira 625k +1 = 0 (mod 16) < k = 15 (mod 16). As solucdes
sdo da forma x = 625(16q + 15) + 1 = 100009 + 9376. Temos uma solugdo auto-
replicante de 4 digitos n = 9376.

(iii) x =1 (mod 16) e x = 0 (mod 625). Da segunda conguréncia x = 625k e testando
na primeira 625k = 1 (mod 16) < k = 1 (mod 16). As solu¢oes sdo da forma
x = 625(16g + 1) = 10000g + 625. Ndo temos solucdo de 4 digitos.

(iv) x =1 (mod 16) e x = 1 (mod 625) < x = 1 (mod 10000) < x = 10000 + 1 e

ndo temos solucdo de 4 digitos.

O tnico numero auto-replicante de 4 digitos é 9376.

Problema 0.95. (OI) Sejam a,n € IN~ e considere a sequéncia (xy) definida por x1 = a,
Xks1 = aF para todo k € IN. Demonstre que existe N € N tal que xy.1 = x; (mod n)
para todo k > N.

Solucéo

Vamos provar por inducdo em n. Para n = 1 o resultado é imediato. Paran =2, sea é
par, os termos da sequéncia sdo todos 0 mddulo 2 e, se a é impar, sdo todos 1 médulo 2.
Suponha que o resultado é verdadeiro para todo inteiro positivo n com n < m. Em
outras palavras, para todo inteiro positivo a existe N tal que k > N = xp,1 = X
(mod n).

Faremos o passo indutivo com n = m. Se m possui dois ou mais fatores primos
distintos, entdo podemos escrever m = rs com 1 < r < s < m e mdc(r,s) = 1. Dado
um inteiro positivo a sabemos por hipdtese que existem inteiros positivos N, e N;
taisque k > N, = xp41 = xx (mod r) e k > N, = xp41 = X (mod s). Tomemos
N = max{N,, N;} e teremos k > N = k > N, e k > N; implicando x;,; = x; (mod r)

€ Xpy1 = X (mod s) = xpp1 = xx (mod m). Resta analisar o caso em que m é uma

poténcia de primo. Seja m = p’. Considere um inteiro positivo a. Se p | a, entdo para
N suficientemente grande k > N = m | x4, pois a cada termo possui mais fatores

p que seu antecessor. Portanto, temos k > N = x3,; = 0 = x; (mod m). Se p 1 a,
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entdo mde(a,m) = 1 e a?™ =1 mod m = a?™/ = 1/ = 1 (mod m). Por hipétese,
a sequéncia se torna eventualmente constante médulo ¢(m) < m, ou seja, existe
Nygn tal que k > Nyuy = X1 = X (mod @(m)) = ¢(m) | xp1 — ;. Considerando
N = Ny +1 temos k > N = xp1 — X = a'F —a*1 = g%1(g% %1 —1). Mas
k>N =k—12> Nyoy = @(m) | xp — x_1 = a* %1 =1 (mod m) implicando que

m | a¥=1(a% %1 — 1) = x4, = x; (mod m).
Problema 0.96. (T) Demonstre que o sistema de equagoes

x=b; (mod a;)

X =by (mod ap)

X =br (mod ay)

tem solugdo se, e somente se, para todo i e j, mdc(a;, a;) | (b; — bj). (No caso particular em

que mdc(a;, a;) = 1, o problema se reduz ao teorema chinés dos restos).

Solucao
Seja d = mdc(a;, a;). Se existe solugdo, entdo temos x = b; (mod 4;) = x = b;

(mod d) e x = bj (mod a;) = x = b; (mod d). Juntando as duas b; = x = b

~

(mod d) = d | b; — b;. Entdo essa condicdo é necesséria. Resta provar que também ¢é
suficiente.

Para cada fator primo p; que divide algum dos a; considere o0 4; que possui a maior
quantidade de fatores p;. Em caso de empate, considere qualquer dos a; com essa
quantidade mdxima. Suponha que 4; possui k; fatores p;. Tome a solugéo X do sistema

A kj . ~ .

de congruéncias x = b; (mod p j ) tomando todos os primos. Essa solucdo existe pelo
Teorema Chinés dos Restos ja que p, # ps = mdc(p’,‘”, pls‘s) =1.

X1 ,,X2 Xm

Considere a fatoracdo em primos de a; = py'p,* ... p/". Para cada p; se a; determinou

o b correspondente, entdo X = b; (mod p;j ) e um outro a; determinou o b do p;
entdo X = b, (mod p;.{j) = X = b, (mod p;cf), pois k; > x; jd que era o maior
expoente possivel. Temos também que p;cj | mdc(a;, a,) e mdc(a;, ay) | b; — by, = p;/ ]
b; — b, = b; = b, = X (mod p;.cf ). Logo, X = b; (mod p;j ) para cada poténcia p? do
a; implicando X = a; (mod b;).

Aplicando esse resultado para todos os 4; concluimos que X € solucdo do sistema de

congruéncias x = b; (mod a;) com 1 <1 <k.

Problema 0.97. (A) Demonstre que, para k e n niimeros naturais, € possivel encontrar k

numeros consecutivos, cada um dos quais tem ao menos n divisores primos diferentes.
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Solucao
O conjunto dos numeros primos ¢ infinito. Podemos considerar kn primos distintos p1,

p2, ..., pxn. Considere o seguinte sistema de congruéncias.

x=-1 (mod pip2...pn)

X

—2 (mod pus1Pn+2--- Pan)

X

—k  (mod pr—1yn+1P—1)n+2 - - - Pkn)

Pelo Teorema Chinés dos Restos esse sistema possui solugdo X.
Por construcdo, cada um dos k nimeros consecutivos N +1, N+2, ..., N + k possui

pelo menos n fatores primos distintos.

Problema 0.98. (OI) Demonstre que se a, b e ¢ sdo trés inteiros diferentes, entdo existem

infinitos valores de n para os quais a +n, b+ n e c + n sdo primos relativos dois a dois.

Solucao
Seja pum primo talque p |a+nep | b+n. Vejaque p | (a+n)— (b+n) =a—b. Entdo
para qualquer inteiro positivo n os primos que podem dividir dois dos nimeros a + n,
b+nec+nsao divisoresde A=a—b, B=b—couC =c— a. Vale lembrar que esses
numeros ndo sio zero, pois a4, b e ¢ sdo trés inteiros diferentes.
Considere o sistema de congruéncias x = —a+1 (mod p) para cada p primo tal que
p| A, x=—-b+1 (mod q) paracadagprimotalqueq | Beq{ Aex = —c+1 (mod r)
para cada r primo tal que 7 | C,  f A e r t B. Os mddulos usados sdo primos distintos e,
portanto, primos entre si dois a dois. Pelo Teorema Chinés dos Restos esse sistema de
equacoes possui solucdo unica mdédulo o produto desses primos. Isso nos dd infinitas
solucdes inteiras positivas, pois basta somar quantas vezes desejarmos o produto dos
numeros a uma solucao.
Vale observar que a = b (mod A), b = ¢ (mod B) e c = a (mod C). Isso significa que
um p primo é talque p | Bep | Aentdox = —a+1 (mod p) < x = —b+1 (mod p).
Analogamente, para todo divisor primo r de C temos x = —c+1 (mod C).
Tomando n como uma dessas infinitas solucées do sistema de congruéncias implica
mdc(a +n,b+n) = mdc(a+n,a—b) =1, pois para cada p primo talque p | a — b =
Atemos n = —a+1 (mod p) = a+n = 1 (mod p) e p ¥ a+n. Analogamente,
mdc(b +n,c+n) = mde(b+n,b—c) =1, poisseq | b—c = Bentdon = —b+1
(mod gq) = b+n =1 (mod g) e g1 b+n. E podemos fazer o mesmo para o ulitmo par

mdc(c+n,a+n)=mdc(c+n,C)=1.
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Concluimos que existem infinitos inteiros » tais que a +n, b+n e ¢+ n sdo primos

relativos dois a dois.

Problema 0.99. (OI) Demonstre que para todo inteiro positivo m e todo niimero par 2k,
este tltimo pode ser escrito como a diferenga de dois inteiros positivos, cada um dos quais

¢ primo relativo com m.

Solucao

Sejam p1, pa, - . ., pr 0s divisores primos de m. Veja que p; | x ou p; | x + 2k se, e somente
se, x = 0 (mod p;) ou x = —2k (mod p;). Vamos provar que podemos escolher uma
congruéncia 4; tal que 4; # 0 (mod p;) e a; # —2k (mod p;). Se p; = 2, entdo essas
duas congruéncias sdo equivalentes a x = 0 (mod 2) e basta tomar 4; = 1. Se p; > 3,
entdo ha pelo menos um valor de 4;, pois estamos descartando no maximo duas classes
de congruénciae p; —2 > 1.

Considere o sistema de congruéncias x = a; (mod p;) parai=1,2,...,r. Pelo Teorema
Chinés dos Restos esse sistema possui solu¢do unica médulo P = pip>...p,. Seja
x = X + Ps onde X é uma solucdo e s é um inteiro qualquer. Temos (x +2k) — x = 2k
e mdc(x, m) = mdc(x + 2k, m) = 1, pois por constru¢cdo nenhum primo que divide m

divide x ou x + 2k. Variando s obtemos infinitos valores de x.

Problema 0.100. (OI) Demonstre que existem progressoes aritméticas de comprimento
arbitrdrio formadas por inteiros positivos tais que cada termo é a poténcia de um inteiro

positivo com expoente maior do que 1.

Solucéao

Vamos provar por indu¢do que podemos montar 7 numeros em progressao arimética
com n poténcias de expoentes maiores que 1. Para n = 1 tome uma poténcia 2% = 4.
Para n = 2 tome 5> = 25 e 33 = 27. Agora mostaremos como construir um exemplo para
n = 3. O proximo termo da progressdo para n = 2 seria 29 que ndo é uma poténcia.
Porém podemos multiplicar os termos por uma poténcia de 29 conveniente que torne
todos poténcias. Terfamos (25 - 29,27 - 29%,29%*1), Basta pegar um multiplo comum de
cada um dos expoentes do caso anterior. No nosso exemplo, os expoentes eram 2 e 3 e
podemos tomar k = 6 e obter ((5 - 29%)?, (3 - 29%)3,297).

Vamos generalizar essa ideia. Suponha que temos (aq, a, . . ., 4,) NUMeros em progres-
sdo aritmética de razdo r tal que a4; é uma poténcia de expoente b; > 1. Seja B =
biby...b,. Tome os n+ 1 numeros (a1(a, + )8, ax(a, +1)B, ..., a,(a, + 1), (a, +r)B*).
A diferenca entre termos consecutivos é sempre a mesma a,1(a, + )% — ay(a, +r)8 =

r(a, +7)P e os nimeros estdo em progressdo aritmética. Cada a;(a, + r)® segue sendo
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uma poténcia de expoente b; > 1 parai=1,2,...,n e (a, +7r)(a, +r)8 = (a, +r)B+1 é
uma poténcia de expoente B+1 > 1.

Entdo sempre podemos aumentar o tamanho da progressdo e montar progressoes
aritméticas de comprimento arbitrario formadas por inteiros positivos tais que cada

termo € a poténcia de um inteiro positivo com expoente maior do que 1.



POTENCIAS ECONGRUENCIAS

1.1 POLINOMIOS

Problema 1.1. (A) Sejam f(x) = x> — 4x> —5x +1 e g(x) = x? + x + 1 polinémios em

Q[x]. Determine mdc(f(x), g(x)) e ache dois polinémios m(x), n(x) € Q[x] tais que
f)m(x) + g(x)n(x) = mde(f(x), g(x)).

Solucao

Usaremos o Algoritmo de Euclides. Na primeira divisdo temos
fx) = g(x)(x> — x* — 4x +5) + (—6x — 4).
E na segunda divisdo temos
1 1 7
g(x) = (—bx — 4)(_8x - E) tg

Concluimos que mdc(f(x), g(x)) = 1 e podemos calcular os coeficientes pedidos voltando
nas divisoes.
14 = 18g(x) + (—6x —4)(3x + 1)

= 14 = 18g(x) + (f(x) — g(x)(x® — x* —4x +5))(3x + 1)

= 14 = f(x)(3x + 1) + g(x)(—3x* + 2> + 13x> — 11x + 13)
PRV 3 ls B, U 18
:>1—f(x)(14x+ )+ g(x)( 14" +7x +14x 14x+14).
Problema 1.2. (A) Sejam f(x) = x* + x*> + 1 e g(x) = x> + 1 polinémios em (Z/(2))[x].
Determine mdc(f(x), g(x)) e ache dois polinémios ménicos (com coeficientes em Z./(2))
m(x) e n(x) tais que

fm(x) +g(x)n(x) = mde(f (x), g(x)).
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Solucao
Usaremos o Algoritmo de Euclides com as divisdes em (Z/(2))[x]. Vale lembrar que

= —1 (mod 2) e podemos trocar o sinal dos coeficientes em Z/(2).

f(x) = g(x)(x) + (x* + x +1)
g(x) = (P +x+1)(x+1)

Concluimos que mdc(f(x),g(x)) = x>+ x+1 e notamos que pela primeira divisio

m(x) =1 e n(x) = x sdo solugdes da equacao dada.

Problema 1.3. (A) Seja f(x) € C[x] um polinémio que deixa restos 10 e 1 quando
dividido por x — 1 e x — 10 respectivamente. Encontre o resto de f(x) na divisdo por
(x — 1)(x — 10).

Solucéao
Sabemos que o resto da divisdo por um polinomio de grau 1 tem grau menor que 1, ou
seja, uma constante. Temos f(x) = (x — 1)g1(x) + 10. Essa ¢ uma equacdo polinomial,
entdo interpretando como funcdo polinomial é uma equacdo que vale para todo x
complexo. Usando x = 1 temos f(1) = 10. Analogamente, f(10) = 1.
Sabemos que o resto da divisdo por um polindémio de grau 2 tem grau menor que 2 e

podemos escrever como r(x) = ax + b. Assim,

f(x) = (x —1)(x — 10)q(x) + (ax + b)

Novamente, usamos valores complexos em x e obtemos f(1)=a-1+b=10e f(10) =
a-10+b = 1. Resolvendo o sistema a = —1 e b = 10. Portanto, o resto da divisdo é

—x+11.

Problema 1.4. (A) Determine o resto da divisdo de f(x) = x'% por ¢(x) = x% +2x% — x —
2.

Dica: Fatore g(x).

Solucéao
Comecemos fatorando o divisor g(x) = x> +2x2 —x —2 = (x +2)(x> — 1) = (x + 2)(x +
1)(x — 1). Sabemos que o resto da divisdo é um polindmio de grau menor que 3 e

podemos escrever como ax? + bx + c. Assim,
F(x) = (x +2)(x + 1)(x — 1)g(x) + (ax® + bx +c)

Usando as funcoes polinomiais com os mesmos coeficientese x = =2, x = —lex =1
temos 4a —2b+c = (=2)10 =210 3 _pic= (-0 =T ea+b+c =10 =1,

. 100 __ __nl100
Resolvendo o sistema, 2 = 251, b=0e c = *5—.
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Problema 1.5. (A) Determine o resto da divisdo de f(x) = x'% por g(x) = 3 +2x% + x +2.

Solucao
Fatorando g(x) em C[x] temos g(x) = (x +2)(x?> + 1) = (x + 2)(x — i)(x +i). O resto da
divisdo tem grau menor que 3 e pode ser escrito como ax? + bx +c. Usando os valores —2,
ie—iobtemos4a —2b+c=(—-2)'% —a+bi+c=i"%=1e —a—bi+c=(—i)P=1.
Resolvendo o sistema a = 210(;’1, b=0ec= 2]05&.

A resposta é a mesma se a divisdo for em R[x], pois o inverso de numero real é

numero real e como os polindmios dados possuem coeficientes reais realizar essa

divisdo euclidiana em C ou em IR tem os mesmos quociente e resto.

Problema 1.6. (A) Mostre que o polinémio f(x) = x* — 4x3 + 6x> — x + 1 é irredutivel em

Qlx].

Dica: substituir x por x +a com a adequado e usar o critério de Einsentein.

Solucéo
Pelo Lema de Gauss, basta provar que f(x) € irredutivel em Z[x]. Considere o polindmio
flx+1) = (x+1)* —4(x +1)3 +6(x +1)> — (x + 1) + 1 = x* + 3x + 3. Todos os coeficiente
sdo multiplos de 3 menos o coeficiente lider e o coeficiente independente nédo é multiplo
de 32. Pelo Critério de Eisenstein para p = 3 temos que f(x + 1) é irredutivel em Z[x].
Veja que se f(x) fosse redutivel em Z[x] entdo f(x) = g(x)h(x) = f(x+1) = g(x+1)h(x +

1) e f(x +1) também seria. Logo, se f(x + 1) é irredutivel entdo f(x) também é.

Problema 1.7. (A) Mostre que o polinémio f(x) = x* — 20x? + 16 € irredutivel em Q[x].

Solucao

Primeiro trabalhemos em R[x]. Temos
F(x) = x* —20x% +16 = (x? — 10)> — 84 = (x? — 10 — V/84)((x> — 10 + \/84))

= f(x) = (x — \/10 + V/84)(x + \/ 10 + v/84)(x — \/10 — V/84)(x + \/ 10 — V/84).

Sabemos que essa fatoracdo em polindmios € inica em R[x]. Agora voltando para Q[x].
Suponha que f(x) seja redutivel em Q[x] entdo f(x) = g(x)h(x) com graus entre 1 e 3.
Note que g(x) e f(x) sdo compostos pelos fatores irredutiveis em R[x].

Se deg g(x) = 1 entdo seria x — r multiplicado por racional para uma das raizes acima.
Porém, isso ndo ¢ possivel, pois todas as raizes sdo irracionais. Se degh(x) = 1 temos
o mesmo problema. Resta apenas deg g(x) = degh(x) = 2. Nesse caso g(x) seria de

(x — r)(x —s) = x2 — (r + s)x + rs multiplicado por racional. Porém, pelo menos um
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dos coeficientes r + s ou rs € irracional. Portanto, essa fatoracdo é impossivel e f(x) é

irredutivel em Q[x].

Problema 1.8. (A) Fatore o polinémio x® — x € (Z/(2))[x] em fatores irredutiveis.

Solucao
Veja que 18 —x = x(x” — 1) = x(x = )(x® + x> + - -+ x + 1) em (Z/(2))[x]. Veja que
=-1=3 (mod2)eemZ/(2) temos1=—1=3.Logo,x —1=x+1ext+x’+x*+

3 St 433 +x%+x+1=(x3+x2+1)(x® + x+1). Note que esses

B rx+1=x0+x
dois tltimos sdo irredutiveis, pois caso fossem redutiveis seriam o produto de polinémio
de grau 1 e um de grau 2 implicando que teriam raizes, mas x = 0 e x = 1 ndo sédo
raizes. Concluimos que em (Z/(2))[x] a fatoragfo de x® — x em polindmios irredutiveis

ex(x+ D+ 2+ 13 +x+1).

Problema 1.9. (A) Fatore o polinémio x* — x € (Z/(5))[x] em fatores irredutiveis.

Solucao

2 x = x(x** — 1) = x(x'2 — 1)(x'%2 + 1). Podemos usar diferenca de

Comecemos por x
quadrados no segundo fator: x'> — 1 = (x® — 1)(x® + 1). E também podemos fazer na
terceira. Dado que 1 = —4 = —22 (mod 5) temos x'2 +1 = x12 — 22 = (x® — 2)(x® +2)
em Z/(5). Agora usaremos somas e diferencas de cubos x® — 1 = (x? — 1)(x* + x2 + 1),
X041 = (2+D)*—x2+1), =2 = 20 -3 = (2 -3)x*+3x2+9) e x0+2 =
x+33% = (x?2 +3)(x* —3x2+9), pois 2 = 3% (mod 5). Vejaque x> —1=(x —1)(x+1) =
x—Dx—dext+x2+1=x*+22+1-x*=(?+1)> = x> = (2 —x+ D% +x+1).
No produto seguinte, x> +1=x%> —22 = (x = 2)(x+2) = (x —2)(x — 3). e x* —x? +1 =
x* —2x2+1 —4x% = (x* — 1) — (2x)% = (x> — 2x — 1)(x*> + 2x — 1). Note que x> +3 e
x? — 3 j4 sdo irredutiveis, pois para fatord-los teriam que ter raizes em Z/(5), mas
néo existe x tal que x> = —3 (mod 5) nem x> = 3 (mod 5). J4 para os outros fatores
temos x* +3x2+9 = x* +4x2+4 —x2 = (P42 —x2 = (XX —x+2(x*+x+2) e
x*—3x2+9 = x* —4x?+4 —4x% = (x> — 22 — 2x)% = (¥ — 2x — 2)(x%® +2x — 2).
Usando o mesmo argumento do x> — 3 podemos concluir que esses polinémios de grau
2 sdo irredutivel em Z/(5).

Logo, a fatora¢io em polindmios irredutiveis de Z/(5)[x] é x5 — x = x(x — 1)(x —
H(Z —x+ D2 +x+1D)(x — 2)(x — 3)(x% —2x — D)(x? +2x — 1)(x% — 3)(x% — x +2)(x% +
x +2)(x2 +3)(x% — 2x — 2)(x% +2x — 2).

Problema 1.10. (OD Encontre um valor de a € N tal que o polinémio f(x) = x100 4

ax%® + 11 ndo tenha raizes racionais, mas ndo seja irredutivel em Q[x].

Dica: Calcule um a tal que f(x) seja divisivel por um polinémio irredutivel de grau 2.
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Solucao

Considere o polinémio g(x) = x> + 1 que no possui rafzes racionais. Veja que g(x) |
f(x) <= f(i) = 0 onde i é unidade imagindria. Daf, temos f(i) = 0 <= %+
ai®+11 = (—1)Y +a(-1)¥+11 =0 <= 1—-a+11 =0 <= a = 12. Assim,
temos que x% +1 | x'% +12x" + 11 e x1%° + 12x* + 11 ¢é redutivel. Por outro lado,
pelo teste da raiz racional se % é raiz de f(x) entdo p | 11 e g | 1. As Unicas raizes
racionais possiveis sdo 1, —1, 11 e —11. Mas f(1) = f(-1) =1+12+11 =24 > 0e
f(11) = f(—=11) = 1119 +12. 118 + 11 > 0. De maneira mais geral, f(x) ndo possui raiz
real, pois se r real entdo r2 > O e f(r)y>11 > 0.

Problema 1.11. (OI) Seja « uma raiz de X> —3X +1 = 0. Mostre que > — 2 também é

uma raiz deste polinémio.

Solucao
Sejam f(x) = x> —3x +1 e g(x) = x> — 2. Note que f(g(x)) = (x> —2)} —3(x> —2)+1 =
x0 —6x* +12x2 =8 —3x2 +6 + 1 & f(g(x)) = x® — 6x* + 9x> — 1. Fazendo a divisdo de

x® — 6x* +9x2 — 1 por f(x) = x> — 3x + 1 obtemos
F(g(x)) = x® —6x* +9x% — 1= (x® — 3x + 1)(x® — 3x — 1) = f(x)(x> — 3x — 1)

Entfo para toda raiz a de x* — 3x + 1 temos f(x) =0 = f(g@) =0= f(a®>—2)=0e

a%> — 2 também é raiz desse polinémio.

Problema 1.12. (A) Seja K = (Z/(3))[x]/(f(x)) onde f(x) = x> + x + 2. Mostre que f(x)
é irredutivel em (Z./(3))[x] e portanto K é um corpo. Construa a tabela de multiplicagdo

do grupo K* e usando esta tabela determine o menor inteiro positivo n tal que x" =1 em
K.

Solucéo
O resto na divisdo por x? + x + 2 tem grau menor que 2. Os coeficientes de x! e x° sdo
elementos de Z/(3) e temos 3 - 3 = 9 elementos. Montamos a tabela a seguir lembrando
que os coeficientes sio elementos de Z /(3), que x> = —x —2 = 2x+1 (mod x% +x +2)

eque2x’> =4x+2 = x+2 (mod x>+ x +2).
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0 1 2 X x+1 x+2 2x  2x+1 2x+2
0 |0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 (0 1 2 X x+1 x+2 2x 2x+1 2x+2
2 0o 2 1 2x  2x+2 2x+1 x x+2 x+1
X 0 x 2x  2x+1 1 x+1 x+2 2x+2 2
x+1 |0 x+1 2x+2 1 x+2  2x 2 X 2x+1
x+2 [0 x+2 2x+1 =x+1 2x 2 2x +2 1 X
2x |0 2x X x+2 2 2x+2 2x+1 x+1 1
2x+1 |0 2x+1 x+2 2x+2 X 1 x+1 2 2x
2x+2 |0 2x+2 x+1 2 2x+1 x 1 2x  x+2

Veja que K* possui 9 — 1 = 8 elementos invertiveis e ordgx € um divisor de 8 e sé

pode ser 1, 2, 4 ou 8. Pela tabela, temos

x!'=x (mod x*+x+2)

x> =2x+1 (mod x*+x+2)
x*=2 (mod x* +x+2)
=1 (mod x?+x+2)

Concluimos que ordgx = 8.
Vale notar que na tabela estudamos todos os polindmios em (Z/(3))[x] de grau menor

que ou igual a 1 e nenhum deles é um divisor de f(x). Portanto, f(x) ¢ irredutivel em
(Z/(3))lx].
Problema 1.13. (A) Seja 6 € R e n um inteiro positivo. Calcule o resto da divisdo do

polinémio (cos 6 + xsin )" € R[x] por x? + 1.

Solucéao
Fazendo a divisdo euclidiana dos polinomios

(cos 0 + xsin )" = (x> + 1)g(x) +r(x), deg(r(x)) < 1

Podemos escrever r(x) como ax + b para a e b reais. Como a igualdade acima é polinomial
podemos usar qualquer valor complexo para obter igualdades. Usando x = i a unidade

imagindria e a férmula de Moivre, temos
(cosf +isinf)" = (i + 1)q(i) + r(i) = cos(n0) + i(sinnf) = ai + b.

Se dois numeros complexos sdo iguais, entdo eles possuem mesma parte real e mesma

parte imaginaria. Assim, r(x) = (sin n6)x + (cos nf).
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Problema 1.14 (IMO1993). (OA) Seja f(x) = x" + 5x"~1 4+ 3 onde n > 1. Demonstre
que f(x) ndo pode se expressar como produto de dois polindmios ndo constantes com

coeficientes inteiros.

Solucéao
Suponha que f(x) é redutivel em Z[x] e podemos escrever f(x) = g(x)h(x).
Se deg g(x) = 1 oudeg h(x) = 1, entdo um deles seria da forma ax + b com a e b inteiros e
f(x) teria raiz racional —%. Pelo teste da raiz racional em f(x), se g € uma raiz racional,
entdo p | 3 e g | 1 e as possibilidades sdo 1, —1, 3 e —3. Provaremos que nenhum
desses nuimeros € raiz de f(x). Para x = 1 temos f(1) =1"+5-1""1 +3 =9 > 0. Para
x = —1temos f(—1) = (=1)" +5-(—=1)""1 +3 que pode ser —1+5+3 = 7 se n impar ou
1—5+3=—1sen par. Para x = 3 temos f(3) = 3" +5-3""! +3 > 0. Finalmente, para
x = =3 temos f(—3) = (—3)" +5-(=3)""1 +3. Paran > 3 se f(—3) = 0 entdo (—3)* =
9 | 3 que é falso. Para n = 2 temos f(—3) = (—3)>+5(—=3)+3=9—-15+3 = —3 #0.
Portanto, f(x) ndo tem raiz racional e ndo tem divisores de grau 1.
Agora trataremos o caso em que deg g(x) > 2 e degh(x) > 2. Considere a igualdade
em Z/(3)[x] e f(x) = x" +5x""! = x""!(x +5). Pela fatoragfio tinica em Z/(3)[x] os
polinémios g(x) e h(x) sdo produto desses fatores em Z/(3)[x]. Como eles possuem
grau pelo menos 2 temos x | g(x) e x | h(x) implicando que 3 | gy e 3 | hp onde gy e
ho sdo os coeficientes de x° em g(x) e h(x) respectivamente. Porém, isso implica que
32 | go - ho. Por outro lado, go - hy = 3, pois é o coficiente de x° em f(x). Como, 913
concluimos que é impossivel fazer tal fatoracgao.
Nos dois casos temos contradi¢ées. Podemos concluir que a suposicdo inicial é falsa e

f(x) é irredutivel em Z[x].

Problema 1.15. (OI) Encontre todos os pares (c, P(x)) onde c é um real e P(x) € um

polinémio ndo nulo tal que

Pix*+x2+x) = (® + 20+ 2t + ¥ + 2% + x + 1)P(cx).

Solucao
Seja deg P(x) =n. Sec =0temos 4n =6+0 <= n = % que é impossivel, pois n é
inteiro positivo ja que P(x) é um polindmio ndo nulo. Podemos tratar agora ¢ # 0 e
dn+6+n < 3n=6 <= n=2. Seja P(x) = arx>+aix +ag. Aplicando P(x) em

x* + x2 + x temos

P(x4 +x%+ X) = ayx® + 2a,x% + 2a,x° + (a1 + az)x4 +2a,x3 + (a1 + az)x2 +a1x + ag
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E desenvolvendo o outro lado chamando de A a expressdo ayc? + a;c + a9 temos

apc?x + (a2c2 + alc)x7 +AXO + AxX® + Ax* + AP + Ax% + (aic+ag)x +ag

2

Comparando os coeficientes temos as equacdes a> = ayc?, 0 = a>c? + aic, 2a> = A,

200 = A,a1+ar = A, 200 = A,a1 =a1c+apeag=ag. Temosa; +a, = A=2a, = a1 =ap

e 0 = ay?+aic =ay+ax = ax(1+c) =0. Como o grau de P(x) é 2 temos a, # 0 e
1+c¢=0= ¢=—1. Com isso, podemos determinar ay da equacio a; = a;c +ag =
ay = —ap+ayg = ap = 2ap. Concluimos que os Unicos valores possiveis sdo ¢ = —1

24 apx +2ap = k(x2 + x +2) onde k é um numero qualquer ndo nulo no

e P(x) = apx
conjunto dos coeficientes, reais ou complexos.
Note que, de fato (c, P(x)) = (—1, k(x? + x + 2)) satisfazem a equaciio para todo k néio

nulo.

Problema 1.16 (Austrian-Polish1998). (OI) Encontre todos os inteiros positivos n e m

tais que todas as solugdes de x> — 17x% + mx — n® = 0 sdo inteiras.

Solucao
Seja p(x) = x3 —17x2 + mx — n®. Veja que se &« < 0 entdo p(a) < 0, pois cada
parcela é negativa. Portanto, as solucdes devem ser inteiras positivas. Seja r, s e t as
raizes inteiras positivas ndo necessariamente distintas. Podemos fatorar o polinomio
p(x)=(x—r)(x —s)(x —t)=x> — (r+s+t)x>+ (rs +rt +st)x —rst e obter r +s +t = 17,
rs+rt+st = m e rst = n>. Vamos usar a soma deles para listas as possibilidades e
testar se o produto é um quadrado perfeito na terceira equagdo. Suponha sem perda de
generalidade que r < s < t.
Se r = 1 entdo pela soma temos os casos (r,s,t) = (1,1,15), (1,2,14), (1, 3,13), (1,4, 12),
(1,5,11), (1,6,10), (1,7,9) ou (1, 8, 8). A tnica tripla que da solucdo é (r,s,t) = (1,8, 8)
implicando m = 8+8+64=80en=+1-8-8=8.
Se r = 2 entdo os casos sdo (r,s,t) = (2,2,13), (2,3,12), (2,4,11), (2,5,10), (2,6,9) ou
(2,7,8). Existe apenas uma tripla que nos fornece solucdo: (r, s, t) = (2,5, 10) implicando
m=10+20+50=80enyv2-5-10 = 10.
Se r = 3 entéo (,s,t) = (3,3,11), (3,4,10), (3,5,9), (3,6,8) ou (3,7,7). A tnica tripla
que d4 solucio é (r,s,t) = (3,6,8) implicando m = 18 +24+48 =90 en = /3 -6 -8 = 12.
Se r = 4 entdo (1,s,t) = (4,4,9), (4,5,8) ou (4,6,7). Uma tripla nos fornece solucéo:
(r,s,t) = (4,4,9) implicando m = 16 +36 +36 =88 e n = v/4-4-9 = 12.
Se r =5 entdo (r,s,t) = (5,5,7) ou (5, 6,6). Nenhuma tripla nos fornece solugao.
Ser>6entdor+s+t > 6+6+6 =18 > 17 e ndo precisamos mais testar.
Concluimos que as solugdes (m, n) sdo (80, 8), (80, 10), (90, 12) e (88, 12).
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Problema 1.17. (OI) Dados x,y € N, defina a := x(y + 1) — (y! +1). Mostre que imagem
da fungdo f:IN x IN — IN dada por

flp =152 (1~ 1@ - 1) +2

€ exatamente o conjunto dos niimeros primos.

Solucéao
Faremos dois casos. Se a> > 1, entéio [a®> — 1|=a?> — 1 e f(x,y) = % 0+2=2queé
primo. Se a*> < 1 entdo a = 0, pois a € Z e |a|< 1. Isso implica f(x,y) = yT_l 242 =
y+1.0ra,masa =0 < x(y+1) =y!+1 implicando que y +1 | y! +1. Se y + 1 = p primo,
entdo essa divisibilidade é verdadeira pelo Teorema de Wilson. E de fato podemos fazer

_ o _ (p-1i+l
a=0usandoy=p—1lex= ’

que nos leva af(w,p —1)=p.Sey+1ndoé
primoentdoy+1=a-bcom2 <a <b < yimplicandoquea |y, a|y+1=a|y!+1
e, fazendo a diferenca, a | 1 que é uma contradicdo. Entdo quando y + 1 néo é primo
temos f(x,y) = 2. Concluimos a imagem da funcdo é exatamente o conjunto dos

numeros primos.

Problema 1.18. (A) Prove a seguinte modificagdo do Critério de Eisenstein: considere
f(x) =aux™+---+a1x +ag € Z[x] um polinémio primitivo ndo constante e sem raizes
racionais. Suponha que exista um niimero primo p tal que p { a,, p | a; para todo
0 <j<mnep?fay. Entdo f(x) é irredutivel em Z[x].

Solucéao
Suponha que f(x) satisfaz as condicoes e € redutivel em Z[x]. Tomemos f(x) = g(x)h(x).
Veja que degg(x) > 1 e degh(x) > 1, pois se algum deles tivesse grau 1 seria da
forma ax + b e f(x) teria raiz racional —g. Usando os polinémios em Z/(T)[x] temos
g(x)h(x) = a,x" e pela fatorago tinica temos g(x) = gxx* e h(x) = h,_x" ¥ em Z /(T)[x]
comk >2en—k > 2. Isso implica que g1 = go = h1 = hp = 0 (mod p) onde g1, o,
h1 e ho s&o os coeficientes de x' e x” em g(x) e h(x). Com esse resultado, podemos voltar
para Z[x] e comparar os coeficiente de x! nos dois lados da equacio f(x) = g(x)h(x)
implicando a; = g1ho + goh1 = p? | a1 que contradiz as condigdes do enunciado. Logo,

se f(x) satisfaz as condi¢des do enunciado, entdo f(x) é irredutivel em Z[x].

Problema 1.19. (Zagier) (OA) Dado um niimero primo, associe a ele um polindmio cujos
coeficientes sdo os digitos decimais desse primo (por exemplo, 9x° + 4x? + 3 para o primo

9403). Mostre que este polindmio é sempre irredutivel em Z[x].

Solucéo

Solugéo consultada em [22].
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Suponha que f(x) = a,x" +--- +ajx +ag é o polinémio associado ao primo p seja
redutivel em Z[x] e considere f(x) = g(x)h(x) uma fatoragdo em polinémios de grau
maior ou igual a 1. Veja que p = f(10) = g(10)k(10) implicando que um desses ultimos
¢ 1 e o outro p. Veja que caso fossem —1 e —p poderiamos trocé-los por —g(x) e — f(x).
Suponha sem perda de generalidade que g(10) = 1. Pelo Teorema Fundamental da
Algebra, podemos fatorar g(x) em C[x] como g(x) = c(x —r1)...(x —ry) onde ¢ é inteiro
ed=degg(x) > 1.

Suponha que alguma das raizes r; possui parte real positiva e médulo maior que ou
igual a 4. Veja que Re(ri_l) também ¢é positiva e g(r;) = 0 = f(r;) = 0 = aur} +
cetmritag =0 = ay+-+ar; ™ ragr" =0 = 1 < a, < Re(ay +a,_1r; ') =
e i S
Assim, r; possui parte real negativa ou médulo menor que ou igual a 4. Isso implica que
|10 — r;|> 6 e 1 = |g(10)|= |c||10 — rq]... |10 — r4|> 6 gerando absurdo. Portanto, f(x)

¢ irredutivel.

2k+1

Problema 1.20. (OI) Encontre todos os valores de k para os quais o polindmio x=** + x + 1

é divistvel por x* + x + 1.

Solucao
Para k = 0 temos que 2x + 1 ndo € divisivel por x + 2, pois —2 néo ¢é raiz de 2x + 1. Para

3

k =1 temos x° + x + 1 ndo é divisivel por 2x + 1, pois —% nio é raiz de x> + x + 1.

Agora vamos considerar k > 2. Veja que x¥ + x + 1 | x(x¥ + x + 1)(x* — x — 1) = x(x% —

Fix+1 | x(x+1)2+

(x+1)2) = 221 —x(x+1)%. Logo x* + x+1 | x4+ x+1 <= «
(x+1) = (x+1)(x%2+ x+1). Observe que mdc(x* + x +1,x +1) = mde(x", x+1) = 1
e podemos retirar o x + 1 da divisibilidade que continua sendo verdadeira. Assim,

k k

Frx+1| x4 x+1 <= xF+x+1 |22 +x+1 &= k=2.

Problema 1.21 (IMO2002). (OA) Encontre todos os pares de inteiros m,n > 2 tais que
existam infinitos valores de k para os quais

K" +k—1

k' + k2 —1

é inteiro.

Solucao
Considere os polinémios f(x) = x™ + x — 1 e g(x) = x" + x> — 1. Suponha que na divisdo
euclidiana de f(x) por g(x) obtivemos quociente g(x) e resto r(x) de grau menor que
grau de g(x). Note que como o coeficiente lider de g(x) é 1 os polindmios g(x) e r(x)

K™ +k—1 r(k) .
g1 € Z < q(k) + 2 € Z. Se essa expressdo ¢

tem coeficientes inteiros. Veja que
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um inteiro para infinitos valores de k entdo € inteiro para um k suficientemente grande

tal que |r(k)|< |g(k)|. Se r(x) ndo for o polinémio nulo entdo para k suficientemente
Jr()|
(k)]
nulo e f(x) = g(x)q(x). Também sabemos que se a fracdo ¢ um ndmero inteiro para

grande 0 <

< 1 e a fracdo ndo serd um inteiro. Portanto, r(x) é o polinémio

infinitos valores de k entdo € inteira para todos os valores inteiros de k. Veja que
g(0) = =1 < 0 < 1 = g(1) implicando por continuidade que g(x) possui uma raiz «
entre 0 e 1. Note que g(«) =0 = f(a)=0e

aA"+ra=a"+a%=1

Sem>2nentiol —a =a" < (¢")®>=(1 —a?)>quenoslevaal < (1 —a)(1+a) =
1§1+21x+oc2—zx—2a2—1x3:>0§uc(1—zx—zx2):>0§1—a—a2:>a2§1—a:

a™ < a2, Entdo m < 2n.
| M — am—n __ w
Veja que @ =X 5

2n —1—n+2 = n+1. Concluimos que g(x) = x™ ™2 — x™=" — x +1 ou x™ "2 —

entdo g(x) | X" M2 —x" " —x+lem—n+2 <

x" " — x+1 = (x — z)g(x) para um inteiro z. Veja que 1" ™2 —1"" —1+1=0e
g(1) = 1. Isso implica o primeiro caso é impossivel e que no segundo z tem que ser 1,

pois € uma raiz do resultado que g(x) ndo possui. Assim,

XMy bl = (x — D)(x" +x% — 1)

1 3 2

D LA L R, [ T S Gy iy |

s xmfn+2_xmfn:xn+1_xn+x3_x2
Comparando os graus m —n+2 =n+1 < m—-n=n—1 <= m=2n—-1.

2 e x" = x3 que nos leva a m =5 e n = 3. Veja que de fato para todo

inteiro k temos k° +k — 1 = (K> + k> — 1)(k* — k +1).

Portanto, x™ " = x

1.2 ORDEM E RAfZES PRIMITIVAS

Problema 1.22. (A) Determine a ordem de 3 mddulo 200.

Solucao
Primeiro fatoramos 200 em poténcias de primos distintos 200 = 23 - 52, Calculando a
ordem de 3 médulo cada poténcia temos ordg 3 = 2 e ord,s 3 = 20, sabemos que ords 3 =

4 e basta verificar que 3* #Z 1 (mod 25). Concluimos que ordyy 3 = mmc(2, 20) = 20.

Problema 1.23. (A) Encontre uma raiz primitiva modulo 71.
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Solucao

O numero ¢(71) = 70 = 2-5-7 possui 8 divisores 1, 2, 5, 7, 10, 14, 35 e 70. Vamos
testar se 2 é raiz primitiva. Sabemos que ord;; 2 | 70 e temos 2! = 2 (mod 71),
22 = 4 (mod 71), 2° = 32 (mod 71), 27 = 57 (mod 71), 21° = 30 (mod 71), 214 = 54
(mod 71) e 2%°> = 1 (mod 71). Logo ordy; 2 = 35 e 2 niio é raiz primitiva médulo
71. Porém, a partir dos resultados obtidos podemos provar que 69 = —2 (mod 71) é
raiz primitiva. Veja que as poténcias de 69 com expoentes 1, 2, 5, 7, 10, 14 e 35 sédo
congruentes a —2, 4, —32, —57, 30, 54 e —1 mddulo 71. Portanto, ordy; 69 = 70 = ¢(71)
e 69 é raiz primitiva de 71.

Vale notar que existem ¢(71 — 1) = 24 raizes primitivas incongruentes médulo 71 e é
possivel listar todas elas com o auxilio de um computador: 7, 11, 13, 21, 22, 28, 31, 33,
35,42, 44, 47, 52, 53, 55, 56, 59, 61, 62, 63, 65, 67, 68 € 69.

Problema 1.24. (A) Sabendo que ord 3> a = 4, ordy;2a = 55 e ordz a = 21, determine

ordqgo;2 4.

Solucéao
Veja que 1001% = 72 - 112 - 132 e temos ord;gp2 4 = mmc(ordy2 4, ordy2 4, 0rd 52 a) =
mmc(21,55,4) = 21 - 55 - 4 = 4620.

Problema 1.25. (OI) Prove que existem infinitos inteiros positivos n tais que n|22" + 1.

Solucao
Vamos provar que a divisibilidade é verdadeira para n = 5% para qualquer k inteiro
positivo. Veja que 2 é raiz primitiva de 5, pois ¢(5) = 4, 2! = 2 (mod 5) e 22 = —1
(mod 5) ndo sdo congruentes a 1 médulo 5. Além disso, 2* = 16 # 1 (mod 5?)
implicando que 2 é raiz primitiva médulo 5> e, consequentemente, médulo 5¢ para

todo k inteiro positivo. Com isso, ords 2 = @(5%) = 58 — 5=1 = 4. 55=1 implicando

que 5% | 24571 — 1 = (2257 — 1)(225" +1). Mas veja que 225 = (1) = -1
(mod 5) implicando que todos os fatores 5 estdo em 225" 1 1. Temos 225" = —1
(mod 5F) = 225" = (=1)> = —1 (mod 5F) = 5¢ | 225" + 1 para todo inteiro positivo k.

Problema 1.26. (A) Determine uma raiz primitiva médulo 7°.

Solucao
Veja que 3 é raiz primitiva médulo 7, pois ¢(7) = 6 € 3 =3 (mod 7), 32 =2 (mod 7)
e 3> = —1 (mod 7) ndo sdo congruentes a 1 médulo 7. Como 3% = 43 # 1 (mod 7?)
temos que 3 é raiz primitiva médulo 72 e, consequentemente, médulo 7% para todo

inteiro positivo k. Portanto, 3 é raiz primitiva de 7°.
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Problema 1.27. (A) Encontre as ordens de 2 e 5 mddulo 101. Encontre também todos os
elementos de ordem 20 em (Z/1012Z)*.

Solucéao
Observe que ¢(101) = 100 e ordjp; a | 100.
Para 2 temos 210 = 1024 = 14 (mod 101), 220 = 14?> = —6 (mod 101) e 250 = 220.220.
210 = (—6)?-14 = —1 (mod 101). Logo, a ordem de 2 nio divide 20 nem 50. Como
100 s6 tem fatores 2 e 5 concluimos que ordjp; 2 = 100. Note que 2 é raiz primitiva
modulo 100.
Para 5 veja que 5° = 3125 = —6 (mod 101) e 52° = (—6)3(—6)> = (—14)-36 = 1
(mod 101). Entéo ordy15 divide 25 e ndo divide 5. Podemos concluir que ordg; 5 = 25.
Usando o fato de 2 ser raiz primitiva de 101 vemos que ordyg; 2 = 20 se, e somente se,
a = 25 (mod 101) em que 1 < 5k < 100 < 1 < k < 20 e k ndo possui fatores 2 ou 5.
Sabemos que todas as classes de congruéncias sdo poténcias da raiz primitiva e usando
ordem

2% =1 (mod 101) < 100 = ordyg; 2 | 5kt < 20 | t.

Temos as oito poténcias de 2.
2° =32 (mod 101)
21 =210.2°=14.32 =44 (mod 101)
235 =220.215 = (—6)-44 =39 (mod 101)
28 =210.23%=14.39 =41 (mod 101)
2% =210.2%=14.41 =69 (mod 101)
265 =210.2%=14.69 =57 (mod 101)
285 =220.26° = (—6).57 =62 (mod 101)
2% =210.28%5=14.62=60 (mod 101)
Os elementos de (Z/101Z)* com ordem 20 sdo 32, 44, 39, 41, 69, 57, 62 e 60.

Problema 1.28. (OI) Demonstre que 2n | ¢(a" + 1) para todo inteiro positivo a.

Solucao
Vamos calcular ord,:, 4. Veja que a” = —1 (mod a” +1) = 4*" = 1 (mod a" +1).
Sabemos que ord,«1a | 2n e se ord 1 a < 2n, entdo ordgmya < 27” = n que é o
maior divisor préprio de 21, mas para k < n sabemos que sk —1 <a"—1<a"+1e

ordgn1 a > n. Concluimos que ordgns1a =2n e 2n | ¢(a™ +1).
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Problema 1.29 (IMO1978). (OI) Sejam m e n inteiros positivos com m < n. Se 0s
trés tltimos algarismos de 1978™ sdo os mesmos que os trés tltimos algarismos de 1978",

encontre m e n tais que m + n assume o menor valor possivel.

Solucéao
Os trés ultimos digitos sdo os mesmos quando 1978" = 1978™ (mod 1000) < 1978" =
1978™ (mod 23) e 1978" = 1978" (mod 5°). A primeira congruéncia é verdadeira se, e
somente se, n > m > 3, pois 1978 possui um fator 2 e 1978" — 1978™ tem exatamente
m fatores 2. J4 a segunda congruéncia é equivalente a 1978" " =1 (mod 5°). O valor
minimo de n — m é k = ords; 1978. Note que 1978 = 3 (mod 5%). Veja que 3 é raiz
primitiva de 5, pois ¢(5) = 4, 3! = 3 (mod 5) e 3> = —1 (mod 5). Adicionando que
3* = 6 # 1 (mod 5%) podemos concluir que 3 ¢é raiz primitiva médulo 5/ para todo
inteiro positivo t. Veja que 1978 = 1 (mod 5%) = 1978 = 3* =1 (mod 5%) = 20 | k.
E como k é ordem temos k | ¢(5°) = 5° — 5% = 100. Logo, k = 20 ou k = 100. Basta

estudar 1978%° médulo 5°:

1978% = (25.79+3)X = ... + (220> 25%2.792.318 4 (210) 25.79.39430 =320 £1 (mod 5%,

pois para todo m > 2 o nimero 25" possui 2m > 3 fatores 5, 125 | (210)25 =20-25ena
ultima passagem usamos o fato de 3 ser raiz primitiva médulo 5°. Portanto, k = 100.

Portanto, m + n assume o valor minimo quando m =3 e n = 100 + m = 103.

Problema 1.30. (A) Sejam d e n niimeros naturais tais que d | 22" + 1. Demonstre que

existe um inteiro k tal que d = k.21 + 1.

Solucao
Seja p um fator primo de d. Temos que d | 22" + 1 implica que p | 2%" + 1. Observe
que 22" = —1 (mod p) = 22" = (-1)2 =1 (mod p). Logo, ord, 2 | 2" e ord, 2 1 2"
implicando que ord, 2 = 2"l Como a ordem sempre divide o ¢ temos ord,2 = 2+l |
o(T) = p—1 = p = 1 (mod 2"*!). Veja que isso vale para qualquer fator primo
p de d, entdo se fatorarmos d em primos temos a congruéncia d = p‘fl pgz Lph =

191192 1% =1 (mod 2™') = d = k- 2"*! + 1 para algum inteiro k.

Problema 1.31. (OD) Seja k > 2 e ny,ny,...,ny > 1 numeros naturais que tem a

propriedade
np | 2" —=1), n3| Q"2 —=1),...,n | @%1—=1) e ny | (2% —1)

Demonstre que n1 =np =--- =ng = 1.
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Solucao

Seja M = mmc(nq, np,...,1n;). Se M =1, entdo ny = np = --- = n = 1. Suponha
que M > 2. Veja que M possui divisores primos e que para cada primo p que divide
M se M possui 0 fatores p entdo p? | n, para algum x implicando que p? | 2 — 1
eden, | Mtemos 2" —1 | 2M —1 = p? | 2M — 1. Fazendo isso para todas as
poténcias de primo que dividem M podemos concluir que M | 2M — 1. Seja g 0 menor
primo que divide M. Temos mdc(g —1,M) =1ledeq |2M —1eq | 2771 — 1 implica
g | 2mdeM4=1) _ 1 =21 — 1 = 1. Isso é uma contradicfo. Portanto, ¢ impossivel que M
seja maior que 1.

Problema 1.32. (A) Mostre que x> — x + 1 é irredutivel em Z /3Z|x]. Encontre todas as

, - . . Z/3Z[x]
raizes primitivas do corpo finito o)
Solucao

3

Seja p(x) = x° — x + 1. Se p(x) é redutivel, entdo p(x) = g(x)h(x) onde g(x) e h(x) tem

grau pelo menos 1, entdo um deles tem grau 1 implicando que p(x) teria pelo menos
uma raiz em Z /3Z. Mas isso nfio é verdade, pois 0° —0+1=13-1+1=23-2+1=1

(mod 3). Portanto, p(x) = x> — x + 1 é irredutivel em Z/3Z][x].
Z/32[x]
(x3—x+1)

igual a 2 com coeficientes 0, 1 ou 2. Sdo 3 possibilidades para os coeficientes de x2,

O corpo finito pode ser representado por polindmios de grau menor que ou
de x!' e de x° que nos d4 3> — 1 = 26 termos ndo nulos. Com isso, para cada a nesse
corpo temos ord ) a | 26 e ord,)a =1, 2, 13 ou 26. Vamos testar se x € raiz primitiva

médulo f(x) em Z/3Z[x]. Veja que x e x?

ndo sdo congruentes a 1. Temos
¥*=x—1=x+2 (mod f(x))

=Y =x-32+3x—1=x"-1=x—-2=x+1 (mod f(x))

—_

= 2= P =@+1)(x+2) =x*+2 (mod f(x))

=

=B =x?2. x=@?+Qx=x*+2x=2=-1 (mod f(x))

E concluimos que x € raiz primitiva médulo f(x). Todas as classes de congruéncia sdo
poténcias de x’ com 0 < t < 25. Observe que ord(,) x' =26 <= mdc(t,26) = 1. Se o
mdc = 1 entdo (x)f =1 (mod f(x)) <= 26 |tk <= 26 | ke ord(y x' = 26. E se
mdc = d > 1 entdo (x')%/? = (x®)!/? =1 (mod f(x)) e ord ) x! < 26. As doze rafzes
primitivas sdo x! com 0 < t < 25 e mdc(t,26) = 1 que podem séo calculadas a seguir.
Para fazer as contas usamos que x> = x +2 (mod f(x)), 2x> = 2x+1 (mod f(x)),
x* = ¥ +2x (mod f(x)) e 2x* = 2x? + x (mod f(x)) considerando os coeficientes
modulo 3.
x'=x (mod f(x))
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x*=x+2 (mod f(x))
X =x3+2x2 =2x2+x+2 (mod f(x))
X =2+ 3422 =267 4 x+x+242x> = 22 +2x+2  (mod f(x))

F=@P)P =x+1 (mod f(x))

M= +x2=x2+x+2 (mod f(x))
xP=xB. 42 =24 (mod f(x))

7 =xB .t =20 =24 +x  (mod f(x))
=2t =20 x4+ x+2 =207 +2x +2 (mod f(x))

=2+ 283 +2x% = 2% +x +2x+1+2x2 = x*+1  (mod f(x))

4

B=xtr?=x2+2v+22 =242 +2x  (mod f(x)

P =xBx2=2x24+1 (mod f(x))

Problema 1.33 (APM01997). (OI) Encontre um n no conjunto {100,101, ...1997} tal
que n divide 2" + 2.

Solucao
O problema pede um ntimero com tal propriedade. Entdo podemos tentar alguns
formatos. Veja que n = p ou n = 2p para um p > 3 primo ndo funcionam, pois
podemos usar o Teorema de Euler-Fermat e concluir que 2 +2 = 2+2 =4 # 0
(mod p) e 22V +2 = 22+2 = 6 # 0 (mod p). Agora tentaremos o formato n = 2pq
com p e g primos. Temos que 2pq | 22/7 + 2 se, e somente se, 2 | 2271 +2, p | 2277 +2
e g | 2277 + 2. A primeira congruéncia é sempre verdadeira. A segunda é equivalente
a2 =22 = -2 (mod p) < 227! = —1 (mod p) = 2%-2 = 1 (mod p). Se
conseguirmos primos pegtaisque4g —2=p—-1&p=49—-1e 2h =1 (mod p)
segunda divisibilidade é verdadeira. Na terceira teremos q | 2271 +2 < g | 21)%F +2 &
g| 227 +2=2%"242 & g | (2798 +2% & g | 28 +2% = 8-33. Temos dois casos q = 3
oug=11. Seq=3entdo p=4-3—1=11é primo e temos 2° = —1 (mod 11), mas
n =2-3-11 = 66 ndo estd no intervalo pedido. Seg =11temos p =4-11—-1=43¢
primo e 22! = (27)> = (—1)3 = —1 (mod 43). Observe que n = 2 - 11 - 43 = 946 estd no

intervalo e satisfaz as condicoes.

Problema 1.34. (A) Definimos a funcdo de Carmichael A:IN — IN como o menor inteiro

An)

positivo tal que a™'"™ =1 (mod n) para todo a primo com n. Observe que, pelo teorema

da Raiz Primitiva, A(p') = p'~'(p — 1) para todo p primo {mpar. Mostre que



1.2 ORDEM E RAIZES PRIMITIVAS

(@ A2)=1, A(4) =2 e A(2") =2/"2 para todo I > 3.
(b) Sen =pi' ... p*€éafatoragdo em primos de n, entdo
A(n) = mmc{A(py), ..., AP}
Solucao
(a) Veja que mdc(a,2") =1 para n > 1 se, e somente se, a é impar. Assim, a = 2k +1

(b)

para algum k inteiro. Temos a' = 1 (mod 2). Logo, A(2) = 1. Veja que a impar

temos a congruente a 1 ou 3 médulo 4, mas 2> = 2k+1)? = 4k +4k+1 =1

(mod 4). Portanto, A(4) = 2. Paran = 3 e a impar temos a> — 1 = (a — 1)(a + 1).

Sea=1 (mod4)entdo2? |a—1e2' |a+1esea=3 (mod 4)entio 2! |a—1

e 22 | a+1. Logo, 2% | a> — 1 para qualque a impar. Para a = 3 temos 23 { a — 1.

Podemos concluir que A(2%) = 2. Observe também que 2* { 4> — 1 para a = 3
provando que 2> — 1 pode ter exatamente 3 fatores 2. Para n > 4 vamos calcular a

2=

quantidade de fatores 2 no nimero a * _ 1 usando a fatoracdo da diferenca de

quadrados.
2;172 21173 2n73 27!73
a —1=@ +D@ —-1D=@ +1...(a+D@—-1)

Temos que (a + 1)(a — 1) possui exatamente 3 fatores 2 ou mais que 3 fatores e que
2% +1 possui exatamente um fator 2, pois a2 +1 = (@22 +1 =2 (mod 4). Logo
a1 possui exatamente (n — 3) + 3 = n fatores 2 ou mais. Concluimos que

. n—2 n-3
A(2") =2"2, pois a>" ~ — 1 tem n fatores 2 e 2>~ — 1 pode ter exatamente n — 1

fatores 2.
Sejan = pi' - ... p*. Veja que M =1 (mod pi) = AMkp) = 1 (mod pi).
Entéo se m é multiplo de cada A(p}"), entdo a™ =1 (mod p;) paratodoiea™ =1
(mod n).

Por outro lado, 1 | a*( —

1 para todo a primo com n. Temos n | a* — 1 = p' |
A —1 = ord s« a | A(n). Seja g uma raiz primitiva médulo p}i. Tome a uma
solucdo das conglruéncias a =g (mod pi) ea =1 (mod p;" )paraj #i. Tala
existe pelo Teorema Chinés dos Restos. Para esse a temos ordp;x,- a=@(p;) = AMpi)
e )\(p?"') | A(n). Essa divisibilidade é verdadeira para todo i.

Assim, A(n) tem que ser multiplo dos A(p;") e se esse expoente é mtltiplo de todos

os A(p!') entdo m | a*™ — 1. Concluimos que

AG) = mme{A(p), ..., A}
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Problema 1.35 (IMO2000). (OA) Existe um inteiro N divisivel por exatamente 2000

primos diferentes e tal que N divide 2N +1?

Dica: Tente construir indutivamente inteiros N divisiveis por exatamente k primos

distintos e tais que Ny | 2Ne +1.

Solucao
Vamos provar primeiro que para a > 8 que a° + 1 possui um fator primo p com p > 3 e
pta+1. Vejaquea®+1=(a+1)(a*—a+1)eusando mdc(a+1,a> —a+1) =d temos
a=-1 (modd).Dal,0=a’>—a+1=(-1)2—-(-1)+1=3 (mod d)=d|3=d=1
oud=3.Se3fa+1entdod = 1 e qualquer fator primode a> —a+1 > 82 —8+1=57
jd serve. Se3 | a+lentdioa =3k—1ea’>—a+1=Bk—1>—-Ck—-1)+1 =
9k* —6k+1—3k+1+1 = 9k?> — 9k + 3 sé tem um fator 3 e é maior que 3. Assim,

a2

—a+1 tem um fator p > 3 que ndo divide a + 1.
Agora vamos construir indutivamente os Ni. Tome N; = 3, pois 3 | 23 + 1. A partir de
N tomemos

23Ne 41 = 2MN)3 11 = @Mk 4+ 1)(22Ne — 2Nk 4 1)
Pelo resultado que vimos anteriormente, podemos tomar um fator primo py,; de
22Nk — 2Nk 4+ 1 que ndo divide 2M + 1 e construir o nimero N1 = 3+ N - prs1 que
possui exatamente k + 1 fatores primos distintos. De Nj,; | 23N +1 e 3N; | Ny, temos
Njgp | 2Nt 41,
A partir dessa construcdo, o Ny possui exatamente 2000 fatores primos distintos e

Noooo | 2N2000 4 1

Problema 1.36 (IMO1990). (OA) Encontre todos os niimeros naturais n tais que

n?| 2" +1.

Solucao
Se n = 1 a divisbilidade € verdadeira. Se n > 1 entdo podemos tomar p como o
menor fator primo de n. Veja que p > 2, pois n? | 2" + 1 que é {mpar. Temos que
pl2"+1=p|22"—1ep |2/ 1 —1. Vejaque mdc(n,p —1) =1 = mdc(2n,p — 1) =2
ep|22—1=3= p=23. Suponha que n = 310 em que 3 { ng e k > 1. Jogando isso na
divisibilidade
3%ng | 22" —1

Porém, 2 é raiz primitiva médulo 3%, pois 22 = 4 (mod 9) e 2> = —1 (mod 9) impli-
cando que 2 é raiz primitiva médulo 3%. Temos que ordsx 2 = ¢(3%) = 2. 3%~1, Entdo
terfamos que 2-3%1 | 2n = 2k—1<k <= k=1.
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Se d = 1 entdo n = 3 que ¢é solucfio, pois 32 | 23 + 1.

Se d > 1 tome o menor primo g que divide d. Temos ¢ > 5emdc(q —1,d) =1 =
mdc(g — 1,2n) = mde(g — 1,6d) = mde(g — 1,6) | 6. Usando esse primo g temos
g]2971 —1egq|2% —1 implicam que g | 2M4@—12" _ 1 = 4|26 ~1=63 = g=7,
pois g # 3. Mas veja que 7 1 2" + 1, pois ordy 2 = 3 e as Unicas congruéncias possiveis de
poténcias de 2 médulo 7 sd0 2! =2 (mod 7),2?> =4 (mod 7) e 22 =1 (mod 7).

Portanto, as unicas solucgdes de n? | 2" + 1 sdo 1 e 3.

Problema 1.37 (IMO1999). (OA) Encontre todos os pares (n, p) de inteiros positivos tais

que p é primo, n < 2p e (p — 1)" + 1 é divisivel por nP~ 1.

Solucao
Se n =1 temos solucdo (1, p) para qualquer primo p. Daqui para frente n > 2.
Sep=2temosn | (2—1)"+1=2 <= n=2enos da a nova solucéo (2,2). A partir
desse ponto trataremos p > 3.
Se p > 3 entdo p é impar, (p — 1)" + 1 € impar e n impar, pois é divisor de um numero
impar. Seja g o menor divisor primo de n. Vejaque g |nen|(p—1)"+1=(p—-1)" =
—1 (mod g). Observe que mdc(p — 1,9) = 1 e sabemos também que (p — 1)7~! = 1
(mod p) pelo Teorema de Euler-Fermat. Pelo Teorema de Bachet-Bézout existem inteiros
positivos a e § tais que na = (§ — 1)+ 1. Como g € impar o numero (g — 1)B + 1 é impar
e, consequentemente, & é fmpar. Logo, —1 = (—1)* = (p — 1)™ = (p — 1)~ Vb1 =
(p—1)7H(p—-1)=p—1 (mod q) = q | p = q = p. Das condigbes p | n, n impar e
n < 2p podemos concluir que n = p. A divisibilidade passa a ser pP~! | (p —1)P +1 =
PP (P = PP+ (=141 = pP — o = KB p2 4 p2 = p2(pt+1) que &
verdadeira para p —1 <2 <= p = 3. Encontramos a solucéo (3, 3).
As solucoes (1, p) sdo (1, p), onde p é um primo qualquer, (2,2) e (3, 3).

Problema 1.38 (Banco-IMO2000). (OA) Determine todas as triplas (a, m, n) de inteiros

positivos tais que a™ +1 | (a+1)".

Solucéao
Observe que (a,1,n) e (1, m, n) sdo solugdes. Agora vamos ver as solugdes coma > 1 e
m > 1.
Se m é par, entdao 0™ +1 = (—1)"+1 = 2 (mod a+1). Temos mdc(@™ +1,a+1) =
mdc(2,a+1) = 1 ou 2. Isso implica que a” +1 | 2" e a™ +1 =2k, Vejaque 2 < a” +1 =
(@%)™/2 +1 =2 (mod 4) e ndo temos solucio.

Se m é impar, entdo podemos tomar m = p - mj. Nesse caso, (a+1)" | (4™ +1)" e de
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a™+1| (a+1)" temos (a™)? +1 | (a™ +1)". Mudando a varidvel para b = a™ temos

b +1 | (b +1)". Por outro lado, veja que

b? +1

o oppl 24 n

1 b bP=> + b+1|(b+1)
Lembrando que b = —1 (mod b + 1) temos

PP 24 —ptl1=1—(—1)+-—(=1)+1=p (modb+1)

Isso implica que mdc(b?~! —bP~2+-.. —b+1,b+1) =1 ou p. Se for 1 temos bP~! —
P2+ —b+1|1=bP =P 24+ . —b+1=1=b"+1=b+1= p=1queé
falso. Se for p entdo bP ! —bP2+... —b+1=pfep|b+1= b=tp—1. Com isso,

b+l (tp)P —- = O)tp)?+ (§)tp) —1+1

b+1 tp

—1
=(tp)P 1~ p(pz )(tp) +p=p (mod p?
Nessa ultima passagem, veja que todos os termos exceto o ultimo p possuem dois

ou mais fatores p. Logo, p¥ = bP~1 —bP2+... —b+1 = p(pa+1) = k = 1. Mas
bP+1

Y1 =p = bP+1=p(b+1). Seb=2temos2F +1=3pquevale p=3eparap >5
tem-se 27 +1 > 3p.

Seb > 3temos b>+1 > 3(b+1) e se b* > k(b+1) — 1 entdo b**! > kb(b+1) —b >
3k(b+1)—Db > (k+1)(b+1) — 1. Nao ha solugdes para b > 2.

Assim, b =2 e p = 3. Temos a™ =2 <= a=2em; =1. E isso nos diz que as
solucdes s6 podem ser (a,m,n) = (2,3,n). Essas triplas funcionam se, e somente se,
28+1=9|3" < n>2.

As solugodes sao (a, 1, n), para quaisquer inteiros positivos a e n, (1, m, n), para quaisquer

inteiros positivos m e n, e (2,3, n), para n inteiro positivo com n > 2.

1.3 RESIDUOS QUADRATICOS E SIMBOLO DE LEGENDRE

Problema 1.39. (4) Calcule (2), () e ().

Solucao

Usando os resultados demonstrados
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3) g g5 = AN
<11>:32 =3"=1 (modn);»(n)_l.

S WS £ R s N DN S EAYE
(13>:5 5 = (5 = (1 = -1 (mod13):><13>— 1.

Problema 1.40. (A) Quantos pontos de coordenadas inteiras existem no interior do
tridngulo de vértices (0,0), (3/2,0) e (3/2,2012) ?

Solucao
A reta por (0,0) e (3/2,2012) é da forma y = mx e para determinar m temos 2012 =
m-3/2 <= m =1341+1/3. O tinico x inteiro com 0 < x < 3/2 é x = 1. Entdo sdo
1341 pontos de coordenadas inteiras, a saber (1,1), (1,2), ..., (1,1341).

Problema 1.41. (A) Seja p > 3 primo. Quantos pontos de coordenadas inteiras existem

no interior do tridngulo de vértices (0,0), (p/2,0) e (p/2,3) ?

Para quais primos p o polinémio x> — 3 é redutivel médulo p ?

Solucao
A reta definida por (0,0) e (p/2,3) tem equagdo y = mx com 3 = mp/2 <= m =6/p.
Paracadak=1,2,..., ’%1 contaremos os pontos Ny em que a primeira coordenada é k.

Os pontos vao de 1 até L%‘J. Sabemos que para p > 3 temos p =6a+1 ou p =6a+5.
Sep:6a+1,ent:§1o’%1 =3ae L%‘J =0paral <k <a, L%‘J =lparaa+1<k<2ae
L%J = 2para2a+1 < k < 3a. Portanto, N = a-0+(2a —a) - 1+ (32 —2a) -2 = 3a = I3,

Sep=6a+5,ent€10pT_1=3a+2e L%"J =0paral <k <a, L%‘J =lparaa+1<k<

2a+1le L%‘J =2para2a+2 <k <3a+2. Portanto, N=a-0+(Ra+1)—a)-1+(Ba+
2)—(Qa+1)-2=3a+3=2"1+1.

Sabemos que (%) = (—=1)N, que ¢ um resultado conhecido de reciprocidade quadratica,
e esse resultado depende da paridade de a em cada caso. O que nos leva a congruéncia

de p médulo 12.
(i) Se p=12m+1entdo p =6a+1, a par e (%) =(-1)* =1.
(i) Sep=12m+5entdo p=6a+5,apare () =(-1)**" = 1.
(i) Se p=12m+7entdo p=6a+1,aimpare (3) = (1) = ~1.
(iv) Se p=12m +11 entdo p = 6a + 5, a impar e (%) = (—1)%*3 =1.
Concluimos que x? — 3 é redutivel médulo p quando p = +1 (mod 12).

Problema 1.42. (T) a) (Euler) Seja F, = 22" +1 0 n-ésimo ntimero de Fermat. Prove que

todo fator primo de F, é da forma k-2"*1 + 1.
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b) (Lucas) Prove que, se n > 2, entdo todo fator primo de F, é da forma k-2"+? + 1.

5 /
¢) Mostre que 2" +1 é composto.

Solucao

a) Sep | 22" +1entdo p | 22" —1 e podemos determinar a ordem. Veja que ord,, 2 | 2*!
e ord, 2 1 2" implicando ord,, 2 = 2"*!. Para p primo sabemos que ord,2 | p —1 <=
2 p—1= p=2"1k+1.
b) Paran > 2 temos p = 2"*'k+1 = 1 (mod 8) que ( ) =1 e existe x inteiro tal que

x> = 2 (mod p). Pelo resultado do item anterior p \ 241 = p |21 p |
2™ +1. Temos ord, x =2"*2 | p —Te p = 22k + 1.
c) Pelo item anterior, se p | 22’ +1 entdo p = 2’k +1. Testando os valores de k
percebemos que para k = 5 temos que p = 641 é primo, que 641 = 625+ 16 = 5* +2% e

que
222 =24 . 2= 24 . (-5YH = —(27-5)* = -1 (mod 641) = 641 | 2°* + 1.

Entdio 22" +1 é composto, pois ¢ multiplo de 641 e maior 641.

1.4 LEI DE RECIPROCIDADE QUADRATICA

Problema 1.43. (A) Calcular (j53), (fg7) € (3579)-

Solucao
Temos (1t5) = (103) - (15) = (15)- Veja que (12) = (#) =1 e pela Lei da Reciprocidade
Quadratica

11 103 11 1103 1 11 44
() (32) = 0% =12 () =12 (os) =

Temos (159) = (1515) - (7o) * (1g) * (3659)- Veja que 1019 = 3 (mod 4) = (5555) = —1,
(o) = 1,1019 = 11 (mod 12) = (13g) = 1219 =1024 = 5 (mod 1019) = (%) =1.

Logo,
—60
<1019) =th-1-1-1=-1

Para o terceiro valor, temos (319) = (1&g) - (1o5) - (io5s) - (7555)- Sabemos que 1019 =
3 (mod 8) = (;25) = —1, 1019 = 11 (mod 12) = () = 1 e 20 = 1024 = 5
(mod 1019) = (10519) = 1. Para (;575) usaremos a Lei da Reciprocidade Quadritica e que

(%) = (%) (67) =1 temos

67 1019 (-1 )67 RUCE N 67 _ 1
1019 67 B 1019)
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Com isso,

2010
(1019>=(—1)-1~1-(—1)=1.

Problema 1.44. (A) Prove que o polinémio x* — 16x? + 4 ¢ irredutivel em Z[x] mas ndo

é irredutivel em (Z/(T))[x] para nenhum primo p.

Solucéo
Fazendo uma mudanca de varidvel y = x*> podemos resolver y> — 16y +4 = 0. O
discriminante A = (—16)> —4-1-4 = 240 ndo é um quadrado perfeito. Logo, os

quadrados das raizes sdo irracionais e o polinémio nédo tem raizes racionais. Se esse

polinémio fosse redutivel, entdo teria que ser o produto de dois polinomios de grau 2.

Mas x* — 16x% +4 = (x2 + ax + c)(x? + bx + d) implica no coeficiente de x> a igualdade
0=a+b <= b= —a, no coeficiente de x? a igualdade c+d +ab = —16 =
c+d—a’>=—16 <= a?=c+d+16, no coeficiente de x a igualdade ad + bc = 0 e no
coeficiente de x° a igualdade cd = 4. Fazendo as possibilidades do produto ser 4 temos
c+d=—5,—4,40u5ea’?=11,12,20 ou 20. Entio 2 ndo pode ser inteiro e concluimos
que x* — 16x? + 4 é irredutivel em (Z/(T))[x].

Para fatorar em (Z/(T))[x] faremos trés casos.

1. Se (%) =1, entdo a?> = 20 (mod p) e podemos fatorar o polinémio
=162 +4 = x +4x% +4 —20x% = (x® +2)2 — (ax)? = (% +2 — ax)(x* + 2 + ax).

2. Se (%) =1, entdo b?> = 12 (mod p) e podemos fatorar o polindmio

x*—16x%+4 = x* —4x? +4 —12x¢% = (x® — 2)% — (bx)* = (x*> — 2 — bx)(x* — 2+ bx).

3. Se (%) =1, entdo ¢ = 60 (mod p) e podemos fatorar o polindmio

at 162 +4=xt —16x2+64 — 60 = (x> — 8> — 2= (x> =8 —c)(x* — 8 +0).

Veja que um desses casos sempre acontece, pois se (%) =—le (%) = —1, entdo
EH=E)=CDD=1= (P =1

Problema 1.45. (O Sejam p um primo impar e ¢ um inteiro que ndo é miuiltiplo de p.

E <a(a+c)> _ 1

a=0 p

Prove que
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Solucao

Se a = 0 entfo (”(“; 2e+9) — ( e ndo influencia a soma. Se a # 0 (mod p) entéio existe um

inteiro a’ tal que a - 4’ = 1 e podemos escrever

<a(a;— c)> _ <a(a +paa’c)) _ <a;)> (a/cp+ 1) _ (a/cp+ 1)

Quando variamos a de 1 a p — 1 obtemos os p — 1 residuos ndo nulos distintos em a’c.

L5 (5)-56)

Logo, a soma pedida é

1L

Sabemos que x> = y?> (mod p) <= x = +y (mod p) e existem exatamente ’%1
residuos quadréticos ndo nulos médulo p, a saber 12,22,. (”;1>2 Entdo a soma
tem 2= — 1 parcelas 1 (veja que 1 ndo aparece no b+ 1), £~ parcelas —1 e mias uma
parcela 0 (justamente quando a’'c = —1 (mod p) <= ¢ = —a (mod p)). Concluimos

que Y/, (”(””)) =—1.

Problema 1.46. (OI) Existem inteiros m e n tais que

5m% — 6mn + 7n? = 1985 ?

Solucéo
Multiplicando os dois lados da equacdo por 5 podemos montar um quadrado perfeito

do lado esquerdo

25m? — 30mn + 35n% = 9925 <= (5m — 3n)? + 261> = 9925

Usando moédulo 13 se essa equacdo possui solucdo entéo (9%5) =1 < (%) =1 <<

() () =1.Mas 13 =5 (mod 8) = (J) = —1e 13 =1 (mod 12) = (33) = 1. Logo,

(163) —1, 9925 néo é residuo quadratico médulo 13 e a equagédo ndo possui solucéo.

Problema 1.47. (A) Demonstre que a congruéncia 6x> +5x+1 = 0 (mod m) tem solugdo

para todo valor natural de m.

Solucéo

Veja que
144x? +120x +24  (12x+5)* —
24 B 24

Podemos fatorar m como m = 27 - 37 - my em que m néio possui fatores 2 nem 3. Observe

6x2+5x+1=

que x> =1 (modt) <= x =1 (modt)oux = —1 (mod t). Para my podemos
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encontrar x; (mod myg) tal que 12x; +5 = 1 (mod my), pois mdc(12, mp) = 1. Para 2?
veja que podemos encontrar x, tal que 12x; +5 = 1 (mod 2%*%) <= 4(3x,+1) =0
(mod 2%3) <= 3x,+1 =0 (mod 2**!), pois 3 é primo com 2**!. Para 3" podemos
encontrar x3 tal que 12x3+5 = —1 (mod 3%*!) <= 3(4x3+2) =0 (mod 3"*!) «—
4x3+2 =0 (mod 3b), pois 4 é primo com 3. Pelo Teorema Chinés dos Restos podemos
encontrar um inteiro positivo x tal que x = x; (mod my), x = x, (mod 2**!) e x = x3

. . .. 2__
mod 3%). Para esse inteiro positivo 24m | 6x2 +5x + 1 <= m | 1251
b 24

Problema 1.48. (OI) Demonstre que existem infinitos primos da forma 3k +1 e 3k — 1.

Solucao
Suponha que existe uma quantidade finita de primos da forma 3k — 1. Dessa suposicédo
podemos listar todos os primos dessa forma Py, P, ..., P;_1 e P;. Considere o nimero
N =3P;P,...P; — 1. Se todos os primos que dividem N fossem 3k+1 entdo N = 1
(mod 3). Porém, N = —1 (mod 3) e algum primo g divide N e € congruente a 2 mddulo
3. Vejaque P, | N+1 = P; 1 N e esse primo 4 ndo estava na lista de todos os primos
3k — 1. Temos uma contradicdo e a quantidade de primos da forma 3k — 1 € infinita.
Agora, para primos da forma 3k + 1. Novamente, suponha que a quantidade ¢ finita
e que P, P,,...,P,_1 e P, sdo todos os primos dessa forma. Considere o numero
N = (2P,P;...P)? +3. Por construgdo, vemos que 2 { N e 3 f N. Seja q um fator
primo de N. Sabemos que g > 3 e que q # P, pois cada P; divide N — 3. Veja que
(F) =1 <= N =1 < () = (7). Sabemos que (1) =1seq =1
(mod 4) <= g = 1,50u9 (mod 12) e (’71) =—1lseq=3(mod4) <— g =
3,7 oull (mod 12). Sabemos também que (3) = 1 se g =1 oull (mod 12) e () = ~1
se g = 5ou7 (mod 12). Assim, (*73) =1 <= g = lou7 (mod 12) que implica g =1
(mod 3) e g da forma 3k + 1. Novamente, temos um novo primo da forma 3k + 1 gerando
uma contradicdo e podemos concluir que existem infinitos primos da forma 3k + 1.
Outra forma, de provar que existem infinitos primos da forma 3k + 1 é tomar os divisores
primos de ntimeros N = (3x +1)> — (3x + 1) + 1 = 9x% + 3x + 1. Seja g um fator primo de
N. Temos q # 2 e g # 3, pois N n#o é divisivel por 2 nem 3. Vejaque g | Bx+1)3 —1e
71 (Bx+1) —1 = 3x implicando ord;3x+1=3 | g —1 = g = 3k + 1. Os nimeros N s6
possuem fatores 3k + 1. Mas poderiam ser sempre os mesmos primos. Para resolver isso
considere que temos ¢ primos 3k + 1 a saber g1, 49>, ...,q:. Tome x = g142...4: e para
gi temos q; | N —1eg;{ N = g # g; para todo i. Conseguimos gerar infinitos primos
3k +1.

Problema 1.49. (OI) Demonstre que se mdc(a,b) = 1 o niimero a? + b®> ndo pode ter

fatores primos da forma 4k — 1 e se além disso mdc(a, 3) = 1 entdo o niimero a? + 3b* ndo
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pode ter fatores impares da forma 3k — 1. Que podemos dizer sobre os fatores primos de

a® + pb* onde p é um primo?

Solucao

Seja p um divisor primo de a? + b%. Vejaquese p |aentdop | a®> = p | b* = p |
b = p | mdc(a,b) = 1 que é falso. Entdo p { a e p { b. Veja que existe b’ tal que
b-b'=1ea*>=—b* (mod p) < (ab')> = —1 (mod p). Se p = —1 (mod 4) temos
(_71) = (—1)pr1 = —1 e a tltima congruéncia nio teria solucfio. Concluimos que a° + b>
com mdc(a,b) = 1 ndo possui fatores 4k — 1. Inclusive, esse fato gera uma forma
de provar que existem infinitos primos da forma 4k + 1. Basta supor que existe uma
quantidade finita pq, ..., pr etoma N = 2p; ... pt)2 + 1 que nao é divisivel por algum
p; e por ser soma de quadrados ndo fatores 4k — 1.

Como fizemos anteriormente p { a, p { b e a> = —3b* (mod p) <= (ab’)*> = -3
(mod p). Os fatores primos impares da forma 3k — 1 sdo os primos 6t + 5. Temos dois

casos.

1. Se p = 12k +5 entdo (53) = (51) - () = 1 (1) = —1, pois (5}) = (-1)7 e

(5)=1 < p==1 (mod 12).

2. Sep=12k+1l entdo () = () - (

do caso anterior.

)=(—1)-1=—1. Ajustificativa é andloga a

Entdo a ultima congruéncia nio teria solucio e a + 3b* ndo possui fatores 6k + 5.
Seja g um fator primo de a* + pb?>. Se q | a entdo g | b e q | mdc(a,b) = 1. Entdo g
ndo divide a nem b. Usando o inverso de b médulo g temos a®> = —pb? (mod q) <

(ab')* = —p (mod g) e s6 existe solugdo para essa tiltima congruéncia quando (%’) =1
Problema 1.50. (T) Demonstre que, para p = 1093,

2’%1 =—-1 (mod p2)

Solucao
Esta solucdo foi retirada de [26].
Temos
20=1024 = p—69 (mod p?)

=24 =16p — 1104 = 15p — 11 = —1078p — 11 = —11(1 +98p) (mod p?)

Como 11° = 1331 = p + 238 temos

11* = 11p + 2618 = 13p + 432 = 432 — 1080p = 2% - 332 — 5p) (mod p?)
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Veja também que
37 =2187=2p+1 (mod p?)

Por Binomio de Newton, para quaisquer a e b inteiros, temos
(a+bp)t = <711> a" tbp +a" = na" bp+a" (mod p?)
Juntando todos esses fatos obtemos
2% = (2% = 1151+ 98p)% = (23-3%- (2 — 5p))” (1 +2744p) (mod p?)

=232 =221.321 . (27 —20.5.7.p)(1+558p) (mod p?)
=292 =2%.2p+1)*- (2 —35p)(1+558p) (mod p?)

=292 =271 +6p)(2 — 12p) = 2% (mod p?)

Assim, 21092 = 23(392-28) = 1 (mod p?). Dessa forma, 2% = 2546 ¢ congruente a 1 ou
a —1 médulo p? = 10932. Porém, p = —3 (mod 8) e, pela proposi¢do 1.43. juntamente
como o lema 1.47., 2" = (3) = —1 (mod p).

Concluimos que para p = 1093 temos 2 =1 (mod p?).

Problema 1.51 (IMO1996). (OA) Sejam a,b inteiros positivos tais que 15a + 16b e
16a — 15b sejam quadrados perfeitos ndo nulos. Encontre o menor valor que pode tomar o

menor destes quadrados.

Solucao
Considere 15a + 16b = x> e 16a — 15b = y* com x e y inteiros positivos. Temos 15x2 +
16y? = 481a°. Fatorando 481 em primos temos 481 = 13 - 37.

Vejamos médulo 13. Se 13 1 x entdo 13 1 y e podemos escrever

15x* = —16y* (mod 13) <= 2x* = —3y> (mod 13) <= (Rxy ')* = —6 (mod 13)

Mas veja que (72) = (13) - () - (&) =1-(-1)-1=—1, pois 13 = 1 (mod 4), 13 =5
(mod 8) e 13 =1 (mod 12). Portanto, é necessario que 13 | x e 13 | y.

De maneira similar, médulo 37 se 37 { x entdo 37ty e

15x* = —16y* (mod 37) <= (15xy 1)> = —15-16 =19 (mod 37)
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Mas veja que (32) pode ser calculado de (35) = (13) = —1, pois 19 = 3 (mod 4), e da

Lei da Reciprocidade Quadratica

19 37 191371 19
3 (o= ()

Com isso a congruéncia anterior ndo tem solucéo e podemos concluir que 37 | x e 37 | y.
Temos que 841 | x e 841 | y implicando que eles sdo pelo menos 481. De fato, tomando
(a,b) = (31-481,481) obtemos x = y = 481. Entdo o menor valor do menor desses
quadrados é 4812 = 231361.

Problema 1.52. (T) Seja p um numero primo impar. Mostre que o menor ndo resto

quadrdtico positivo de p ¢ menor que /p + 1.

Solucao
Seja a o menor residuo ndo quadratico médulo p. Considere o menor inteiro positivo b
talquea-b > p. Como p é primo e a > 1, pois 1 é sempre residuo quadratico, podemos
concluir que a-b > p. Temosa-b = p+r com r < a, pois r > a implicaria que p <
p+r—a=a(b—1)ebndo seria minimo. Temos ab = r (mod p) e (%) = (%) = (%) . (%).
Como a é um residuo ndo quadratico (%) =—1. Se (%) =1 entéo (%) = —1 e temos uma
contradi¢do por a ser minimo. Se (%) = —1 entdo b também é um residuo néo quadratico.

Isso implica b > a e por b ser minimo temos p > a(b —1) > (a—1)> = /p+1 > a.

Problema 1.53. (T) Sejam M um nimero inteiro e p um nimero primo maior do que 25.
Mostre que a sequéncia M, M +1,---,M+3|,/p| — 1 contém um resto ndo quadrdtico

mddulo p.

Solucao
Esta solucao foi retirada de [34].

Dado um inteiro Q, com 1 < Q < p. Definimos

5x=Qi;l <x+z)

z=0 p

p—1
S=Y 52
x=0

Note que podemos reagrupar as parcelas de S como

:Z; Z:: ;0 <(x+zl)x+z)>

p
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Para z = z; e cada x ndo congruente a —z temos parcela 1 e para x = —z (mod p)

temos 0. Sdo Q valores para z = z; e p — 1 valores de x. A soma dessas parcelas ¢

(r—1Q.

Ja para z # z; temos que 25;01 (M

p
Q valores para z; e Q — 1 diferentes para z implicando (—1)Q(Q — 1). E chegamos em

S=(p-DQ-QQ-1)=(p—-QQ.
Faremos |,/p] = Q para usar o resultado provado. Note que Q < ,/p < Q+1=p <
(Q+1)>

Supondo que nao hd residuos ndo quadréticos em M, M+1, ... M +3Q — 1. Nesse

)=—1coma=x+z; ec=z—z; médulo p. Séo

caso |Sy|> Q—1parax =M, M+1,..., M+2Q — 1 e como S2 é sempre maior que

ou igual a 0 temos
20Q-1’<(r-QQR=2Q-1’<(Q+1)’-Q=>0Q"-5Q<0=0<Q<5
Porém, para p > 25 temos \/p >5e Q= |,/p| >5

Problema 1.54 (Putnam 1991). (OA) Seja p um primo impar. Quantos elementos tem o
conjunto
{x*|x € Z/pZ}N {y2+1 |y € Z/pZ}?

Solucéo
Nos elementos na interse¢do x> = y?>+1 (mod p) < (x+y)(x —y) =1 (mod p).
Mas isso é equivalente a x — y ser o inverso de x + y médulo p. Qualquer residuo ndo
nulo possui inverso médulo p. Por outro lado, para qualquer k com1 <k < p—1
podemos tomar x +y = k e x —y = k~!. Existem p — 1 pares de solugdes (x, ) da forma

(= =) parak=1,2,...,p— 1.

Porém, o que queremos contar é i1 = x> = y?> +1 (mod p) e alguns pares (x, y) geram

o mesmo h. Sabemos que z? =

s (mod p) tem duas solucdes quando s é residuo
quadratico, zero solucdes quando s nao é residuo e uma solugdo quando s é 0. Desta
forma, em geral ha 4 pares de soluc¢des (fxp, £1p) correspondem ao mesmo h. A
excecao que sempre acontece tem duas solugdes é (£1,0) correspondendo a h = 1. Se
—1 é residuo quadratico temos mais uma excecdo (0, £y) que corresponde a i = 0. Se

—1 néo é residuo quadratico entdo sé tem a excecdo em /1 = 1.

Logo, se p =1 (mod 4) temos (’71) = 1 e, considerando as duas exce¢des, sio ~ _1_4 +
2= ’%3 elementos & na intersecdo. Se p = 3 (mod 4) temos (—71) = —1 e, considerando

P e 1 ~ . .
apenas uma excecdo, sdo F—=+1 = % solucoes. Uma resposta que junta os dois

casos é || +1.
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Problema 1.55 (IMO2008). (OA) Prove que existe um niimero infinito de inteiros positi-

vos n tais que n” + 1 tem um divisor primo maior do que 2n + \/2n.

Solucao
Uma ideia muito interessante para resolver esse problema é considerar os primos ao
invés dos nimeros n no enunciado. Tome um dos infinitos primos p da forma 4k + 1

para algum inteiro k. Sabemos que (*71) = 1 = existe x tal que x> = —1 (mod p).

2
e / -1 ~
Sabemos que todos os residuos médulo p aparecem em 12, 22, ..., (%) , entio

existe x com 1 < x < 2! tal que p | x2+1. Seja x = &% Temos p | x2+1 =
W < p|t*+4. Mas isso implica > +4 > p < t > ,/p—4. Veja que
x < ’%1 <= 2x < p — 1. Lembrando que 2x ¢ par, os maiores valores possiveis sdo
p—lep—3.Mas2x=p—1=4x>+4=(p—1)>+4 = p> — 2p +5 que s6 é multiplo
depparap=5e2x=p—3 <= 4x’>+4=(p—3)>+4 = p?> — 6p +13 que s6 multiplo
de p para p = 13. Tomando p > 13 temos 2x < p—4de V2x < \/p—4 < t.

Dessa forma, x* + 1 possui um divisor primo p tal que x = ’%t = x=p—t =
p = 2x+t > 2x ++/2x. Tomando infinitos p da forma 4k + 1 com p > 13 teremos

infinitos x tal que x% + 1 tem um divisor primo maior que 2x + 1/2x.



FUNCOES MULTIPLICATIVAS E AS FORMULAS
DE INVERSAO DE MOBIUS

Problema 2.1. (A) Calcule ¢(1001) e o(1001).

Solucao
Fatorando o nimero em poténcias de primos 1001 = 7 - 11 - 13. Podemos usar a férmula

para ¢.
(1001) = 1001 1—1 1—l 1—i =6-10-12 =720
¢ - 7 11 13) " -
Para ¢ podemos usar o fato de ser multiplicativa e que o(T) = p + 1.
o(1001) = (7 + 1)(11 + 1)(13+ 1) = 1344

Problema 2.2. (A) Determine o nitmero de divisores de 2008, 2009, 2010 e 2011.

Solucao

Basta considerar as fatoragoes dos nimeros 7 e a féormula para d(n).
d(2008) = d(2®-251) = 3+ 1)(1+1) =8

d(2009) = d(7>-41) = 2+ 1)(1+1) =6
d(2010) =d(2-3-5-67) = (1+ 1)1+ D)1+ 1)(1+1) =16
d(2011) = d(2011) = (1+1) =2

Problema 2.3. (A) Determine as solugbes de o(n) = 2801.

Solucdo

Como ¢ é uma func¢édo multiplicativa, se » tiver dois ou mais fatores primos distintos
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entdo o(n) é composto. Como 2801 é primo podemos concluir que n tem que ser
k+171
Pp_l

2801p — 2801 = p**! —1 <= p(2801 — p*) = 2800. Entdo p tem que ser um fator

poténcia de primo. Seja n = pk. Temos 2801 = U(pk) — 2801 = —

primo de 2800. Séo 3 casos
(i) Se p =2 entdo 2801 — 2F = 1400 <= 1401 = 2* que n4o tem solucio.
(ii) Se p =5 entfio 2801 — 5 = 560 <= 2241 = 5* que n#o tem solucio.
(iii) Se p =7 entdo 2801 — 7K =400 < 2401 =7F < k=4 e temos a solucéao
n="74
Concluimos que a tnica solucdo da equagéo o(n) = 2801 é n = 74 = 2401.

Problema 2.4. (A) Mostre que as funcbes o, sdo multiplicativas para todo m # 0. Observe

que para todo n > 1 se tem que limO om(n) = d(n).
m—

Solucao
Sabemos que f(n) = n™ é multiplicativa (e até totalmente multiplicativa) e isso é
suficiente para que ¢, € multiplicativa.
Com mais detalhes considere a e b inteiros tais que mdc(a,b) = 1 entdo os fatores
primos de ab estdo em a ou em b, mas ndo nos dois. Cada divisor d do produto ab pode

ser separado em d; e d, sendo os fatores primos de a e os de b, respectivamente. Temos

onlab) =Y d"= Y (dd)"= Y di'dy

dl|ab dyla,d2|b dyla,dz|b
=) ) didy =) d') 4

d1‘ll dz‘b d]lll d2|b
= 0,(a)0y (D).

E concluimos que o, é multiplicativa.

Com isso, temos a férmula para oy,.

ki+1 kp+1 ks+1
wﬁﬂ:[ﬁm:py+m_l.érwm_ln.é_”m_l
i pr—1 Py —1 p—1

Cada fracdo pode ser fatorada usando pgk’“)m —1=( ;")kiﬂ
(ki+1ym

p‘ _1 ki ki—1
e e
1



m
Quando m — 0 temos p/" — 1e
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(k;+1)m

Byl e AR | = ki +1. Com isso,

lim 03,(n) = (k1 + (ka +1)..... (ks + 1) = d(n).

o(n) = 8784

Problema 2.5. (OI) Determine as solugbes do sistema

d(n) = 12.

Solucao

Fatorando os ntimeros em primo 8784 = 2*.32.61 e 12 = 22 - 3. A partir de d(n) os

possiveis formatos de n sdo p'!, pg°, p*q® ou pgr?.

@)

(ii)

(iii)

(iv)

Seo(p'') =8784 entdo 1+ p+ - +p'! =8784 <= p(l+p+ - +p'?)=8783e

essa ultima equacdo néo tem solucdo, pois 8783 é primo.

Se o(pq°) = 8784 entdo (1+p)(1+g+---+q°) = 8784. Vejaque 1+p > 3 e

888 — 14q+---+¢°<2928.Seqg>5entdo l+q+---+q° >

3
5° = 3125 e ndo temos soluco. Resta testar g < 3. Se g =2 entdo 1+ p = 8 que

ndo ¢ inteiro. Seq=3entdo 1+p = % que ndo também ndo € inteiro. Entdo

1+g+-+¢° <

nesse caso nao temos solucao.

Se o(p?q®) = 8784 entdo (1 + p + p?)(1 + g + g% + g°) = 8784. Veja que 1+ p + p* >
1+2+4=7el+q+q*+q° < ¥3* < 1255. Se g > 11 entdo q° = 1331 > 1255.
Resta testar g < 7. Veja que para g = 2,3,5 ou 7 temos 1 + g +¢> +¢° = 15,40, 156

ou 400. Mas nenhum deles divide 8784. Logo, ndo temos solucoes.

Se o(pgr?) = 8784 entfo (1 + p)(1 +4g)(1 +r+1r?) = 8784. Novamente, pode-
mos limitar (1+p)(1+4) >3-4 =12e 1+r+r> < 884 = 732, Como essa
cota ainda estd muito alta para testar, podemos usar mais informacées. Por
exemplo, 8784 possui um fator 61. Se esse fator aparece em 1+ p ou 1+g
entdo 1+ 7+ r2 % = 144 = r < 12. Podemos testar r = 2,3,5,7 ou 11
e obter 1 +r+7> = 7,13,31,57 ou 132, mas nenhum deles divide 8784. Logo
61 | 1+r+7% Entdo 1+r+r> = 61k < 732 = 61 - 12 implicando k < 12. Veja
também que 1+ 7 +7% = 1 +r(r + 1) é impar entfio s6 precisamos testar k impar
1+7r+r>=61,61-3,61-5,61-7,61-9 ou 61 -11. Nio precisamos fazer conta dos
que possuem fatores 5, 7 ou 11, pois eles ndo aparecem no 8784. Resta, testar
r(1+7r) = 60,182 ou 548. A unica possibilidade é (1 +r) = 182 < r = 13. Fica
faltando completar (1 + p)(1+4) = 5254

T+13+137 —
temos (1+p)> < (1+p)(l+q) =48 <72 = p < 6. Sep=5temosq =7e

48. Suponha sem perda p < g e

chegamos na solugo n = 5-7-13% = 5915. Se p = 3 temos g = 11 e temos a

solugio n =3-11-132 =5577. Se p =2 temos 1+ = 2 = 16 < g = 15 que ndo é
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primo.

Portanto, as unicas solugdes sdo 5915 e 5577.

Problema 2.6. (A) Seja f uma fung¢do multiplicativa tal que para todo niimero primo p,

1 sek=2°paraalgums €N
f(p) =

0 caso contrdrio.
Mostre que f é uma fungdo tal que f(n?) = f(n)? para todo n € IN, mas ndo é totalmente

multiplicativa.

Solucao

Para n = 1 temos f(1) = 1 que satisfaz as condic¢des. Para n > 2 seja n = plf ...pls‘s a
fatoracdo de n em poténcias de primos. Como f é multiplicativa f(n) = f (p’{l) o f (plgs).
Veja que f(n) = 1 se todos os expoentes sdo poténcia de 2 e f(n) = 0 caso contrario. A
fatoracdo de n? é p%kl e pgks e sabemso que k; é poténcia de 2 se, e somente se, 2k;
é poténcia de 2. Entfo f(n) =1 <= f(n?) = 1. Dessa forma, se f(n) = 1 temos
f(n?) =1=12= f(n)* e se f(n) =0 temos f(n?) =0= 0% = f(n)>.

A funcfio nfo é totalmente multiplicativa, pois 0 = (3% - 3%) # f(3%)f(3*) =1 -1=1.

Problema 2.7. (A) Construa um exemplo de uma fung¢do multiplicativa f, que ndo seja
totalmente multiplicativa, tal que f(n*) = f(n)* para todo k < 10 e todo n € IN. Generalize
o resultado anterior para k < N (em lugar de k < 10), com N inteiro fixo.

Solucao

Considere a funcéo f definida por f(n) = 1, se n = 1, se na fatoracdo em primos todos
os expoentes sdo 1 ou sdo nimeros que sé possuem fatores primos menores que 11 e
f(n) = 0 para os demais casos, ou seja, se n tem algum expoente de primo na fatoracdo
tem fator primo maior que ou igual a 11.

Por exemplo, f(2!%) = 0, pois o expoente tem fator 13 maior que 11, e f(2%.315.5) =1,
pois 20, 15 e 1 ndo possuem algum fator primo maior ou igual a 11.

A funcéo f é multiplicativa, pois se a e b sdo primos entre si, entdo os conjuntos
de fatores primos deles sdo disjuntos. Temos f(ab) = 1 se, e somente se, ab nédo tem
expoentes com fatores primos maiores ou iguais a 11 que é equivalente a a e b ndo terem
expoentes com fatores primos maiores ou iguais a 11 sendo, portanto, f(a) = f(b) = 1.
Fica provado também que f(a) = 0 ou f(b) = 0 é equivalente a f(ab) = 0, pois o expoente

de primo com fator primo maior que 10 que aparece em a ou em b aparece em ab.
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Para n =1 € claro que f(lk) = f(l)k =1. Paran > 1sejan = p'lq ...plgs a fatoracdo de
n em poténcias de primos. Veja que n* = pkk1 .. plgks. O numero k ndo possui fatores
primos maiores que 11 e kk; ndo possui fatores primos maiores ou iguais a 11 se, e
somente se, k; ndo possui fatores primos maiores ou iguais a 11.

Essa funcfio nfio é totalmente multiplicativa, pois 0 = f(3'!) # f(3'10)f(3") =1 -1=1.
Para generalizar, basta considerar a fun¢do g dada por g(n) = 1, se n = 1 ou se na
fatoracdo em primos todos os expoentes sdo 1 ou numeros que sé possuem fatores
primos menores ou iguais a N e g(n) = 0 caso contrdrio, ou seja, se n tem algum
expoente de primo na fatoracdo tem fator primo maior que N.

Os passos da demonstraciio de que g é multiplicativa, que g(n*) = g(n)* parak < N e

que g ndo ¢ totalmente multiplicativa sdo andlogos.

Problema 2.8. (T) Mostrar que existe um inteiro positivo ng tal que, para todo inteiro

n > no, temos que

"> d(n)?

+¢(n),

e vale a igualdade para um inteiro n > ng se e somente se n é primo.

Solucéao
Vamos fazer em dois casos.
Se n é poténcia de um primo. Podemos escrever que n = pX, d(n) = k+1 e @(n) =
p* — pk=1. Dai,
(k +1)?
4
Se k =1, ou seja, para n primo, temos a igualdade. Se k = 2 a expressao € equivalente

n> +o(n) = pFl>

d(n)?
4

p > 2 que é verdade para p > 3. Se k > 3 temos pt~1 > 2871 > (k”) . Essa tltima ine-

quacio é equivalente a 2¥*1 > (k + 1) que por inducio é verdade para k +1 > 4 e ocorre

igualdade apenas em k +1 = 4. Entdo para poténcias de p > 3 temos a inequacdo e para

p= 2k temos inequacio para k > 4. Entdo para n > n, grande a inequacéo é verdadeira.

Se n possui dois ou mais fatores primos. Podemos escrever n = p’l‘l pgz phe dn) =
(ki + (ko +1)... (ks +1) e @(m) = n(l — ). (1= ).

d(n)? 1k +1)2 (ks +1)? 1 1
ns T oy e 15 L = L s Yia-Yy a-d
4 4 2% ps’ P1 Ps
Para p; > 3 temos (ki1 +1) pi para p; = 2 temos (’; +1)? % Com isso,
P, Pil
1k +1 (ks +1)2 4

4 plil ps plpz...ps
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E para concluir basta provar que
45
Pl p2 . ps

BT SPE B e (o | ot VN s \ R
P1 Ps pip2. .. Ps

Note que

(p1—D2—1D...(ps—D=(p1—D(p2—1)...(ps-1 —Dps —(p1 —D(p2—1) ... (ps—1—1)

<pip2---ps—(p1 —D(p2—1)...(ps—1— 1)

Entéo é suficiente provar que

(p1—Dp2—1)...(ps=1— 1) >4

Note que separamos um p, qualquer e podemos usa-lo como o menor dos primos.
Entdo se entre os primos p; existir um primo muito grande, p; > 4° + 1, essa desigual-

dade é verdadeira.

Note também que podemos reescrever a inequagio como L D) (’”2; DI (p“{l) > 4

e a desigualdade € verdadeira para s > sy, pois p*T_l > % > 1 a partir de certo x e o

lado esquerdo cresce com o s.

Resta analisar o caso em que a quantidade de primos é limitada s < sy e os primos

utilizados sdo limitados p; < 4°+1 < 4% + 1. Se tomarmos n > ng suficientemente
1

grande, teremos alguma das poténcias de primo suficientemente grande pf" > néT] . Para
ki = 1 podemos fazer com que p; seja maior que 4% + 1 com a escolha de ny. Se k; > 2

. 2 .
podemos fazer com que % < 4e com a escolha do ng. Isso nos levaria a

Lo +12  (k+12 e
4 pll(l plgs T pip2.--ps

E, repetindo os passos anteriores, bastaria provar que

(p1—D(p2—1)...(ps—1 — 1) > &€

Fazendo € < 4%0 temos 4°¢ < 4504%0 =1<(p1 —1)(p2—1)...(ps—1 — 1). Entéo para

s > 2 e ng grande o suficiente n > ngy implica que n possui muitos fatores primos, n
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possui um fator primo muito grande ou n possui uma poténcia de primo muito grande

em sua fatoragdo. E em cada um desses casos vale a inequacao.

Dessa forma, para ng suficientemente grande se n > n( vale a inequagdo n >

2 . 7 .
% + ¢(n) com igualdade se, e somente se, n € primo.

Problema 2.9. (A) Quantos niimeros com 35 divisores existem, tais que todos seus fatores

primos sejam menores que 20 ? Qual é o maior e o menor de tais niimeros?

Solucao

Existem 8 fatores primos menores que 20: 2, 3,5, 7, 11, 13, 17 e 19. Um nimero com
35 divisores pode ser da forma p3* ou p*¢°. No primeiro caso sio 8 formas de escolher
p e no segundo caso sdo 8 formas de escolher p e 7 formas de escolher 4. Portanto, sdo
8 +8 -7 = 64 numeros.

O menor nimero é 2° - 3%, Veja que se tivermos um fator primo p3* > 23 > 214 =
26.4% > 26.3% e se tivermos dois fatores primos p° - g* > 2% .36 > 26.3% O maior é
1934, pois é o maior entre os ntimeros com um fator primo e 193 > 196 .19% > 196. 174

que é o maior numero com dois fatores primos.

Problema 2.10. (A) Seja n um niimero composto. Mostre que 2" — 1 também é composto.

Solucao

Se n é composto, entdon = abcom 1 < a < b < n. Daf 2% —1 = (29 —1b
(2% — 1)(240=1) 4 2a(b=2) 4 ... 4 27 4 1) e 2" — 1 possui um divisor2° —1com 1 < 22 —1 <

27 —1 < 2" — 1 e é composto.

Problema 2.11. (A) Mostre que um niimero n tem um nimero impar de divisores se, e

somente se, n € um quadrado perfeito.

Solucao
Considere a fatoracdo de n em primos n = p'l‘l . p’s‘s. A quantidade de divisores é dada
pord(n) = (ky+1)...(ks+1). Observe que d(n) é impar se, e somente se, 0s k; + 1 sdo

todos primos que equivale a todos os k; serem pares e n ser um quadrado perfeito.
Problema 2.12. (OI) Determine a menor solugdo da equacdo 2d(n?) = 17d(n).
Solucao

Observe que n = 28 . 3*. 52 . 7 satisfaz a equacéo, pois d(n) = (8 +1)(4 + )2+ 1)(1+1) =
9.5.3.2edn?)=(2-8+1)2-4+1)2-2+1)2-1+1)=17-9-5-3. Assim, ‘f}gff =Lz
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Provaremos que essa é a menor solucao.
Veja que se os expoentes de n na fatoracdo em primos sdo k;, entdo a equagao €

equivalente a
2k1+D(2ko +1) ... ks + 1) =17(k1 + D(kp + 1) ... (ks + 1)

Vale ressaltar que para minimizar o niumero colocamos o maior expoente no 2, o
segundo maior no 3 e assim por diante. Se ndo usarmos essa ordem qualquer nimero
gerado serd maior que o numero gerado dessa forma.

O fator 17 aparece em d(n)? e podemos supor sem perda de generalidade 17 | 2k; +1. O
segundo menor valor impar possivel é 2k; + 1 =3 - 17 = 51. Mas nesse caso ja teriamos
n > 2% > 28.28.25.23 5 28.3%4.52.7 e todas as solugdes, se existirem, seriam

maiores que nossa menor solucdo. Se 2k; +1 =17 <= k; = 8. A equacdo passa a ser
22k +1)...(2ks+1) =9(kp + 1) ... (ks + 1)

Se 9 | 2k; + 1, entdo podemos sem perda que i = 2. Se 2k, +1 > 9 entdo 2k, +1 >
27 <= ky > 13 e terlamos n > 213.38 = 28.25.34.3% 5 28.3%4.52.7 e seriam
solu¢des maiores que nossa menor. Se 2kp +1 =9 <= <= ky+1 =5 e devemos
resolver

2(2ks+1)...(2ks +1) =5(ks+1)... (ks +1)

Suponha se perda de genralidade que 5 | 2k; +1 entdo 2kz+1 =5 <= k3 =2 ou
2kz3+1 > 15 <= ks > 7. Nessa segunda possibilidade, ja teriamos um ntimero
pelo menos 28 - 37 - 5% que é maior que nossa cota para o menor. Se 2k; + 1 = 5 entfio
ficariamos com

2(2kg+1) ... (2ks +1) =3(kg + 1) ... (ks + 1)

Temos pelo menos mais um fator primo e obtemos um nimero que é pelo menos nossa
cota de menor solugdo. De fato, nossa solucao aparece se ks = 1, s = 4 e usar os

expoentes em ordem decrescente nos primos em ordem crescente.

Resta fazer o caso em 9 1 2k; + 1. Entdo dois nimeros devem contribuir com fatores
3. Porém, se 2k;1+1=3 <— ki+1=2e2k,+1=3 <= ky+1 =2 entdo o lado
direito possui dois ou mais fatores 2 e do outro lado haveria apenas um 2 que geraria
contradicdo. Se um desses numeros ¢ maior que 3, entdo, lembrando que é impar e
ndo multiplo de 9, o menor seria 15. Vejaque 2k;+1 =15 <= k; =7 <= k;+1=38
teria 3 fatores 2 enquanto o outro lado da equacdo sé teria 1 gerando contradicao. O

seguinte seria 2k; + 1 > 21 <= k; > 10 e o ndmero seria no minimo 2'0 - 3% - 5! que é
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maior que nossa cota, pois 2% -3* > 5.7,

Portanto, a menor solucéo n = 28 - 3% .52 . 7 = 3628800.

Problema 2.13. (OI) Encontre infinitos valores de n para os quais d(n) é um divisor de n.

Solucéao

Vamos tentar solucdes poténcias de primo n = p¥. Demos d(n) | n <= k+1 | p~.

Podemos tomar k = p — 1. Entéo n = pP~! para todo primo p nos d4 uma solugéo de

din)y=p|n=pr1.

Problema 2.14. (A) Denotemos por f(n) a soma dos divisores de n que sGo quadrados
perfeitos. Mostre que f é uma fungdo multiplicativa, e determine uma férmula fechada

para esta fungdo.

Solucao

Considere a funcdo q : Z§ — Z7 dada por

n se n é um quadrado perfeito
q(n) =

0 caso contrario.
Essa fun¢do g(n) € multiplicativa, pois mdc(a,b) = 1 temos ab é quadrado perfeito
se, e somente se, a e b sdo quadrados perfeitos ja que eles ndo compartilham fatores
prioms. Isso nos leva a g(ab) = ab = q(a)q(b) se ambos sdo quadrados perfeitos e
g(ab) = 0 = g(a)q(b) se algum deles nédo é quadrado.
Com isso, f(1) = Y g/, q(d) € multiplicativa também.
Para calcular a férmula basta calcular f(p*) para p primo, pois n = plf PR s ) =
F(PE) ... F(p). Se o expoente em p* for par entdo k = 2m e f(pF) =1+ p2+- - -+ p" =

2m+2 ZL%JQ , e 2L%J+2
’;2":1 = 7";7271 esefor impark =2m+1le f(pf) =1+ p>+- - +p?m =L L =P

Dessa forma, a férmula para n = p'lcl Lpheé

SEI L
fmy =" b
pi—1"" pi-1

Problema 2.15. (A) Determine todas as solugdes de ¢(n) = 24.

Solucao
Veja que se n = 2 - ny com ngy impar, entdo ¢(n) = ¢(2) - ¢(no) = ¢(np). Entdo podemos

considerar que n ndo tem fator 2 ou tem 2 ou mais fatores 2. Se n possui 4 ou mais

p-1 — p-1
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fatores primos distintos, entdo n = plf p’zcz e p’f entdo ¢(n) = <p(p7{1)(p(p§2) .. go(p's‘f‘) e
cada um dos s > 4 fatores tem um fator 2 implicando 2* | ¢(n) = @(n) nfo pode ser 24
que s6 tem 3 fatores 2.

Agora resta fazer os trés casos s = 1,2 ou 3.

Veja também que para cada primo p | n temos p — 1 | ¢(p*) e ¢(p*) | 24 implicando
p—1|24ep=2,3,57oul3. Note que 5, 7 e 13 ndo sdo divisores de 24, entdo se sdo
divisores de n possuem expoente 1 na fatoracao.

Se n é poténcia de primo. Entdo n = p* e ¢p(n) = p* — p¥~1 = 24. Se k = 1, entfio p = 25
que nfo é primo. Se k > 2, entdo pF 1(p—1)=24 = p |24 = p=2o0u p = 3. Para
p = 2 terfamos 2¥~1 = 24 que nfo tem solucéo e para p = 3 terfamos 3! = 12 que
também nao tem solucdo.

Se n possui dois fatores primos. Entdo n = pkqt, p(n) = pk_lqt_l(p —1)(g—1) =24
e podemos supor sem perda que p < g. Se g = 13 entdo p*1(p — 1)12 = 24 <=
p*~1(p — 1) = 2. Isso implica p — 1 | 2 e p = 2 ou 3. Nos dé as solugdes n = 3-13 = 39
e n =22-13 = 52. Lembre-se que para os n impares podemos tomar também 27 com
0 mesmo ¢ e nesse caso temos também a solu¢do n =2-3-13 = 78. Se q = 7 entdo
p*(p—1)6=24 <= p*1(p—1)=4.Issoimplicap —1|4ep=2,30ub. Testando,
encontramos solugdes n = 237 =56, n=5-7=35en=2-5-7=70. Seq=>5
entdo pF(p—1)4 =24 <= p"(p—1)=6. Como p < g =5s6temos p = 2 ou
3. As solucdes desse caso sdon = 32-5 =45en = 2-3%>-5 = 90. Resta apenas o
caso g = 3 e p = 2. O tnico fator 3 do 24 s6 pode vir de ¢(3') entdo t = 2 e temos
¢(2) =4 <= k=30 que nos d4 a solugio n =23 .32 = 72.

Se n possui trés fatores primos. Entdo n = p*g'r!, p(n) = p* gt 1(p — 1)(g — 1)(r —
1) = 24 e podemos supor sem perda que p < g < r. Repetindo o processo do ultimo
caso. Se r =13 entdo pF gt W (p—1)(g - 1D12=24 < p g (p—-1(g-1) =2,
mas cada um desses ¢ é par e nfo pode ser 2. Se r = 7 entdo pF gt~ (p — 1)(g — 1)6 =
24 <= pF1g"=1(p — 1)(g — 1) = 4. A tnica solugho é se cada ¢ for 2 que ocorre com
pk=22eq! =3. Assim, n =22-3-7 =84. Ser =5entdo p =2 e g = 3 e devemos
resolver 2K-13=1(2 — 1)(3 — 1)4 = 24 «= 2¢~13!~1 = 3 que nfo ¢é possivel j4 que para
o expoente do 2 o expoente deve ser maior que 1. Portanto, as solucoes de ¢(n) = 24
sdo 35, 39, 45, 52, 56, 70, 72, 78, 84 e 90.

Problema 2.16. (T) Denotemos por n# o produto de todos os primos menores ou iguais
a n. Mostre que ¢(n#) divide n! e usando este resultado mostre que a equagdo ¢(x) = n!

sempre possui solugdo x € IN.



FUNGOES MULTPS. E AS FORMULAS DE INVERSAO DE MOBIUS

Solucao
Se n# = pi1p2...pr entdo g(n#) = (p1 — 1)(p2 —1)...(px — 1) que € o produto de k
numeros distintos dois a dois menores que n. Como n! é o produto de todos os nimeros

menores que ou iguais a n entdo esses k nimeros aparecem nesse produto e temos

n!
p(n#)

que ou iguais a n. Para cada primo que aparece na fatoracdo de m com expoente k deve

@(n#) | n!. Além disso, o nimero inteiro m =

s6 possui fatores primos menores

ser usado com expoente k + 1 para montar o nimero M. Assim, ¢(M) € o produto de

@(p**1) = p*(p — 1). Montando a equagéo
qD(M) = mq)(n#) = n!

Problema 2.17. (T) Determine todos os valores de k € IN tais que n = k¢(n) possui

solugdo.

Solucao

Paran = 1temos 1 = kg(l) <= k =1. Paran =2 temos 2 = k¢(2) <= k=2.
Para n > 2 temos ¢(n) é par, pois tem dois ou mais fatores 2 ou um fator primo impar
p tal que p — 1 é par. Entdo, ¢(n) | n = 2 | n. Suponha que n = 2% - p? ... p¥. Se
s > 3 entdo ¢(py?) e ¢(p5’) possuem fatores 2 e 2m-1 | p(2™). Nesse caso, ¢(n) =
P(2M)p(p52)p(p5) ... é multiplo de 2% e ndo poderia dividir n. Se s = 1 entfio
n =2"etemos 2 = k-2""1 <= k=2 Ses=2entdon = 2% p3? e temos
20 pp = k-2l pR T (pa—1) <= 2pa = k(pa—1). Vejaque po—1 | 2pre
mdc(pa — 1, p2) = 1 implicando p, —1 | 2 = p, = 3, pois p» > 2. Dessa forma,
2:3=k-3—-1) < k=3.

Concluimos que ¢(n) | n <= n=2° 3" coma>1eb>0,oun=1E que os Unicos

inteiros k tais que n = kg(n) sdo 2 e 3.

Problema 2.18. (A) Mostre que para todo n existe um k tal que ¢(x) = kn possui solugdo.

Solucao
Ja provamos que ¢(M) = n! possui solucdo. Entdo tomando k = (n — 1)! sempre

podemos encontrar x tal que ¢(x) = (n — 1)! -n = nl.

Problema 2.19. (A) Determinar todas as solugdes da equagdo ¢(n) = 2d(n).

Solucao
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Veja que para p > 5 temos ¢(p*) = p*1(p — 1) > 571 .4 > 2(k + 1) = 2d(p"). Com
igualdade se, e somente se, p =5 e k = 1. A demonstracdo € por inducdo. Para k =1
temos 5%(5 — 1) > 2(1+1). Para k = 2 temos 5 - 4 > 2(2 + 1). O passo indutivo é

5¢1-15 1) =555—-1)=5-5"1(5—-1) > 5-2(k+1) = 2(5k + 5) > 2(2k + 3)

Com isso, n = 5 é solucdo e ndo temos outras solucoes em que n s6 possui fatores

primos maiores que 3.

: A i e _ 1 @) _2 9 _ 1 ¢, _ 8
Veja que para as poténcias de 2 temos 75" = 5, 57 = 5, 5.0 = L, 4. = = € para

t > 5 temos ";(fl) > 2. A demonstracdo dessa ultima desigualdade € andloga a outra

anterior.

Para as poténcias de 3 temos "1(31) =1, “”2(31 =2eparat > 3 temos ( ) > % > 4.

Se 2 { n. Entdo n impar. Se n é poténcia de 3, entdo temos a solucfio n = 32 = 9.

Se n for poténcia de 3 multiplicada por poténcias de primos maiores o resultado a

razao qd’fn)) sera no minimo 1 -2 = 2. Essa igualdade ocorre se, e somente se, a potén-

cia de 3 for 3! e os demais primos forem apenas 5!. Isso nos d4 a solucfio n = 3' - 5! = 15.

Se n tem um fator 2. Entfio n = 21 com 1y impar e ‘5823; = %‘5((23)) . Entdio preci-

samos resolver a equacao 2(no)) 4 para no impar. Nao ha solugdes para ny poténcia

de 3. Se usarmos poténcia de 3 teria que ser 3! ou 3%. Se for 3! entdo ng = 3' - n

e a equacdo passa a ser ‘5((21)) 4. Se np tem 2 ou mais fatores primos distintos

90m) - 9.2 = 4. Se ny for uma poténcia de primo com expoente maior que ou igual

d(ny)
a 2 entdo Z’i’((;”)) > 51(%71) > 4. Podemos testar 5! e 7' que nfio funcionam. A partir

de 11 ja temos razdo maior que X = 5. Se for 3% entdo ny = 3% - n; e a equacio

passa a ser gézl)) =2 e a Unica solugao é n; = 5'. Logo, a tinica solucdo desse caso é

n=21.32.51 =90,

: 5 _ ; P(4ng) _ 2 ¢(no) :
Se n tem dois fatores 2. Entdo n = 4ny com ng impar e Ay = 3 dim) - Precisamos

resolver 3((28)) = 3 para ng impar. Nao ha solucdo com ny poténcia de 3. Se usarmos

3? ou maior com outras poténcias o produto ser4 pelo menos 4. Se usarmos 3! ou

néo usarmos poténcia de 3 precisamos resolver "’(nl) = 3. Testando 5! e 7! obtemos

as solucdes n =2%-7' =28 en =2%.31 .71 = 84, Para ny > 7! temos (5((2) > 3 e ndo

temos outras solucoes.
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Se n possui trés fatores 2. Entdo n = 8ng com ng impar e gg::g)) = (”(Zg)) .
@) _

resolver {0y = 2. Se ng tem dois fatores 3 temos a solugdo n = 23 - 32 = 72. Se ng tem

mais que dois fatores 2 entdo d((zo)) > 2. Se ng possui 0 ou 1 fator 3 precisamos resolver

@(n1)

Temos que

oy = 2 com my possuindo fatores primos maiores que 5. A Unica solucgéo é ny = 5.

Portanto, temos solugbes n =23-5=40e n =23.3.5 = 120.

Se n possui quatro fatores 2. Entdo n = 16my com ng {mpar e 295%) - 23((23)) > 2.

d(16710)
Néao temos solugdo nesse caso.

Se n possui cinco ou mais fatores 2, entdo n = 2ty com 1y impar e 9(210) > 22((;10)) 2.

d(2ng)
Nao temos mais solucdes.

Portanto, as solucdes sédo 5, 9, 15, 28, 40, 72, 84, 90 e 120.

Problema 2.20. (A) Determinar todos os niuimeros inteiros positivos n tais que
n = d(n)*.

Solucao
Sabemos que n = 1 é solugdo. Buscaremos as solugdes com n > 1. Veja que n é um
quadrado perfeito e sua fatoragdo em primos s6 tem expoentes pares. Podemos escrever

n= P%kl e ngs- A equacéo n = d(n)? é equivalente a

P = 2k + 1) ks + 1) = PR P = 2K+ 1) 2K+ 1)

Como o produdo de impares é impar e sé tem fatores primos impares temos p; > 3.

Notemos que 3% > 2k + 1 com igualdade se, e somente se, k = 1. A demonstracio é por
inducfio. Parak = 1temos3! =2-1+1eparak =2temos 3> =9 >2-2+1=5. 0

passo indutivo para m > 2.

31 =3.3" > 32m+1)=6m+3 >2m+3

Para p primo p > 3 temos p* > 3F > 2k +1 para todo k inteiro positivo. Logo,

p'{l .. pls‘s > (2k1 +1)...(2ks + 1) com igualdade se, e somente se, o produto s6 tem um
fator primo que é 3 com expoente 1.

A tinica soluciio de n = d(n)*> é n = 3% = 9.

Problema 2.21. (A) Dois numeros a e b sdo amigos se c(a) —a =b e o(b) — b = a. Por

exemplo 1184 e 1210 sdo amigos (verificar!). Encontrar outra dupla de niimeros amigos.
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Solucao
Fatorando em primos 1184 =25.37 e 1210 = 2-5-11%. Calculando as somas dos
divisores o(1184) = 2=132=1 = 2394 e ¢(1210) = 3= =1 1'=1 = 2394 e de fato vale
o(1184) — 1184 =1210 e 0'(1210) — 1210 = 1184.
Outra dupla de nimeros amigos é 220 = 22 -5-11 e 284 = 22 . 71. Para verificar essa
propriedade, temos ¢(220) = 23 1 552_11 112 =504 e 0(284) = 223 - 77112 = 504. Assim,
7(220) — 220 = 284 e 0'(284) — 284 — 284.

Problema 2.22. (T) Determine todas as solugdes de ¢(¢p(n)) = 233254,

Solucéao
Primeiro provaremos que /5 < ¢(n) < n. A tltima desigualdade é imediata da

definicdo de ¢(n). Para a primeira considere

o’ 1y 002 s e s T 0

piln Pi piln piln pi

Note que para p; = 2 a fracfo € § e para p; > 3 implica (p; — 1) — p; = pi(pi —3)+1 > 0.

go(:) >E — (p(n)z\/z

Com isso, para qualquer inteiro positivo N temos ¢(x) = N = \/g < N <xqueé

Logo

equivalente a N < x < 2N?2. E aplicando novamente ¢(¢(x)) = M implica M < ¢(x) <
2M? e usando as estimativas feitas M < ¢(x) <x = M <xe 3 < ¢(x) <2M? = x <
8M*. Logo, ¢(¢(x)) = M = M < x < 8M* e o ntimero de solugdes da equacio é finita
para todo M inteiro positivo.

Veja que podemos encontrar uma solucéio da forma n = 27 - 3% . 5¢ com a, b, ¢ > 2. Nesse
caso p(p(n)) = (2%~ 1-30-1.2.5¢71.4) = (20+2 . 3b=1.5¢71) = pa+l . 3b=2. 9 . 5e=2. 4 =
20+4 . 302 . 5¢=2  Pelas igualdades a1 +4 =13 <= a0=9,b—2=2 <= b=4e
c—2=4 <= c=6. Temos assim a solucfio n =27 - 3*. 5°,

Determinar mesmo todas as solu¢des é impraticivel mesmo com o auxilio de um
computador razoavel, pois apesar de finitas sdo muitas solucdes ja que podemos usar
varios fatores primos em n completando com alguns fatores 2, 3 e 5. Por exemplo, se
n=2%.3".5¢.2017 com a,b,c > 1 temos

p(n) = @2 -3".5¢.2017) =271 . 301 . 2. 5¢71 . 4. 2016 = 277 . 3b+1 .51 L7
E aplicando a fun¢do mais uma vez
gD(q)(n)) — (P(2u+7 . 3b+1 . 5671 . 7) — 2a+6 . 3b . 2 . 5(,"72 . 4 . 6 — 2a+10 . 3b+1 . 5672

Usando a =3, b =1 e c = 6 temos a solugdo n = 23 - 31 . 5¢. 20171,
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Problema 2.23. (A) Mostre que para todo m e n inteiros vale a identidade

g(mn) - g(mdc(m, n)) = mde(m, n) - g(n) - p(m).

Solucao

Veja que dividindo por mn e manipulando os fatores temos:

(m) @(n)
o(mn) _ L5
mn  @(mde(m,n))
mdc(m,n)
Observe que para todo a inteiro positivo temos @ =11y (1 — %) em que esse

produtdrio percorre os primos que dividem a. Temos:

g(mn) _ T <1_1> _ [pim (1—%)11,7\” (1—%) e

~ @(mdc(m,n))
mn P Hp|m,p\n (1 - %) mdc(m,n)

Vale ressaltar que p | me p | n <= p | mdc(m, n).

plmn

Problema 2.24. (T) Mostre que 945 ¢ o menor niimero abundante impar.

Solucao
Note que o(n) > 2n <= @ > 2. A funcado # ¢ multiplicativa e para n =
p’l<1 pgz e p’s‘s temos
k ky+1
o(n) _o(py) o) _ it - pst —
Tk T ks K+l & ks+1 A
ooy PR pf T pl

34 -15-172-1 _
34-3352-572-7

Observe que para 1 = 945 temos fatoragio 945 = 3%-5-7 e @ =

40 6 8 _ 1920
57 "' 7 = o935 > 2. Portanto, 945 ¢ de fato abundante.

Se um n impar tem 4 ou mais fatores primos, entdo o valor minimo é 3-5-7-11 =

1155 > 945 e ja é maior que nossa cota. Veja que podemos cotar superiormente
ki+1 ki+1

A S A

Pk i+l K Pk +1 plfi Pi_l

i i i i

o(n) P p Ps
< R
n pr—1po—1  ps—1
E importante ressaltar que ;%5 =1+ ﬁ é decrescente em n.
Para s < 2 temos ‘T(") < 3 5 15 < 2. Resta estudar s = 3.

Suponha que n impar tem 3 fatores primos. Se n ndo possui fator 3 entdo @ <
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5.7.11 = 35 2 e ndo pode ser abundante. Se 1 ndo possui fator 5 entdo %) <
3.7 .11 _ 231
3 %70 = 1y < 2 e ndo pode ser abundante. Se além dos primos 2 e 3 o terceiro primo

for maior que ou igual a 17, entdo ‘7(”) < 3.5=-17_ 25 2 Resta analisar os
p q g 2°41 =16 ~ 128

numeros impares menores que 945 com exatamente trés divisores primos que podem
ser {3,5,7}, {3,5,11} ou {3,5,13}.

(i) Se os trés primos sdo {3,5,7}. O ntimero n é da forma 3-5-7 - k = 105k para k

impar.

_ = _ o(n) _ 3>-15-172-1 _ 82448 _ 468 _ 192
Sek=1entdon=105e =~ = 335577 = g0n = 357 = 105 < 2

— 5 — o(n) _ 3P—15°-172-1 _ 262448 _ 1368 _ 624
Sek=3,entdon=315e 5" = 5y 577 = nn = 957 = 315 < 2

= 3 = 7”(”)—321531721_§@§_434§_%
Sek=>5entdon=>525e "7 = 5355 = gl0042 = 3257 = 55 < 2

_ 5 _ o(n) _ 3>-15-1 75— 1_§g@_493_1368
Sek=7entdon=735e 57 = 5355757 = g0m4 = 3509 = 735 < 2
Para k > 9 ja chegamos em 945 e a partir dele obtemos resultados cada vez

J g P

maiores.

(ii) Se os trés primos sdo {3,5,11}. O ntimero n é da forma 3-5- 11 - k = 165k para k

impar.

_ 5 _ o(n) _ 32—152—1 112—1 _ 824120 _ 4612 _ 288
Sek=1,entdon=165€ 5= = 5357741 = 620110 = 3511 = 165 < 2

_ = _ o(n) _ 3%—15°—1 112—1 _ 2624120 _ 13612 _ 936
Sek=3,entdon =495e 5~ = =5 5271741 = 1820110 = 9511 = 85 < 2

_ 5 _ o(n) _ 3?-15°-1 112—1 _ 8124120 _ 43112 _ 1488
Sek=>5,entdon =825€ 57 = 3511741 = 6700110 = 32511 = 825 < 2

Se k > 7, entdo n > 945 e ndo precisamos testar se é abundante.

(iii) Se os trés primos sdo {3,5,13}. O nimero n é da forma 3-5- 13 - k = 195k para k

impar.

_ = _ o(m) _ 3°-15°-1132-1 _ 82414 _ 4614 _ 336
Sek=1,entdon =195 e = = s Eivis 6 =38 < 2.

B ~ _ om) _ 33-15-113>-1 _ 262414 _ 13
Sek=3,entdon=585e =~ = 555257333 = 182013 =

Se k > 5, entdo n > 975 > 945 e ndo precisamos testar se é abundante.

Portanto, o menor numero impar abundante é 945.

Problema 2.25. (A) Mostre que todo multiplo de um niimero abundante é abundante.
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Solucao
Sabemos que um numero é abundante quando ¢(n) > 2n. Podemos escrever ¢(n) como
o . . _ 1
soma de j sobre os divisores de n. Assim, 2n < o(n) =Yg, 7 <= 2 < Lgjn - Se m
¢ multiplo de n abundante entéo todos os divisores de n sdo divisores de m e temos
1 1
- > - > 2.
LiZLly
dlm dn
Problema 2.26. (T) Determine qual € o nimero minimo de divisores primos que um

numero deve ter se ele é
e abundante ou perfeito,

e ndo divisivel por 2, nem por 3.

Solucao
Como fizemos no problema 2.24, podemos considerar a funcao multiplicativa % ea

cota superior
o(n) pr P2 ps
< c..
n p1—1p2—1 ps — 1

Ressaltamos que -’ = 1+ -1 ¢ decrescente em 7.

Queremos que % > 2 para que o nimero seja abundante ou perfeito. Se s < 14 entdo

cn) 7-11-13-17-19-23-29-31-37-41-43-47-53-59

< <2
n 6-10-12-16-18-22-28-30-36-40-42-46-52-58

E um nimero com 14 ou menos fatores primos diferentes de 2 e de 3 ndo pode ser

abundante ou perfeito. Para s = 15 temos para os menores primos

7-11-13-17-19-23-29-31-37-41-43-47-53-59 - 61

> 2
6-10-12-16-18-22-28-30-36-40-42-46-52-58 - 60
Essas contas foram feitas com auxilio de computador.
Veja que na férmula de % se jogarmos k; para infinito
o) _opy) o) _ pt -1 -1 g ps
R O R e A e N aa Y St

E, de fato, existem numeros abundantes ndo divisiveis por 2 nem por 3 com 15 fatores

primos.
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Problema 2.27. (T) Seja f : N* — R* uma fung¢do multiplicativa e crescente.

(a) Prove que, para todo inteiro M > 1 e todo inteiro positivo n,
FM™—1) > fF(M" —1)f(M) e f(M™! +1) < fF(M" +1)f(M).

Conclua que
lim /f(M?) = f(M

n—oo

(b) Utilize o item anterior para M poténcia de primo para concluir que f(p*) = f(T)* para

todo primo p.

(c) Conclua que f é totalmente multiplicativa, e portanto existe « > 0 tal que f(n) = n®

para todo inteiro positivo n.

Solucao

(a) Veja que mdc(M" — 1, M) = mdc(M" +1, M) = 1 e podemos fazer

FOM* = 1)f(M) = FM™ — M) < FM™ — 1) < f(M™)

FM™T) < ST +1) < FMTT M) = M+ DFM)

Usando esse fato n — 1 vez em f(M") e tirando a raiz n-ésima obtemos

[fM—1) [fM+1)
oy o Lo </ < g - o Ko

. f(M—-1) f(M+1) i
Fazendo o limite quandon — o {//*¥————~ — 0¢e {/Z————- — 0 e concluimos
d FM) FOM)

que
lim / f(M") = f(M

n—o0

(b) Usaremos um lema auxiliar.

Lema: Se L = inf f(fx(;)p) entdo L = 1.

Demonstragdo: Pela definicdo de L para qualquer x tal que p { x temos f(x + p) >
Lf(x) e aplicando k vezes f(x +kp) > LFf(x) para todo k > 0. Veja que sempre

podemos encontrar x > kp tal que 21 x e p { x. Para esse valor temos

fQ@)f(x) = f(2x) > f(x+kp) > L*f(x)
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Isso implica que LF < f(2) para todo k e L < 1. Veja que f 53;;)” ) > para todo x

implicando L > 1. Concluimos que L = 1. Em outras palavras sempre podemos

tomar x de modo que f }’af ) seja tdo préximo de 1 quanto se queira.

Seja p um primo e x um inteiro néo divisivel por p. Vamos definir a sequéncia
yn = f(p"). Pelo que vimos no item anterior do fato de px — 1, x e px + 1 serem
primos com p temos

(px = 1p" < xp™! < (px+1)p" = f(px — Dy < fOYna1 < f(px+1yn
Assim,

3/;;1 < inf f(i’f?(fx: D ian < f(T)inf f(}c(:)p) = f(T)-L=f(T)

Por outro lado, podemos provar também que

]/n+1> U
y > f(T)

n

Onde
fa—p) _ o f) 1 _

f@ CPfaep LT

Portanto, y;—;l = f(T) para cada n e podemos concluir que f(p") = f(T)".

U =sup

Assim, para n = p’{lp? . pls‘S temos f(n) = f(pl)klf(pz)k2 ... f(ps)s. Veja que f é
totalmente multiplicativa, pois se n = pllcl plf pem= pﬁl p7 ... pk com k; ou t;

possivelmente nulos.
flmm) = f(p)h f(pa)2 L f(ps)ets
= f(p0)" () f(p) (1) f(p2) - f(ps)'s = f(m) f()

A conclusdo segue do resultado provado no texto do livro.
Seja a = log, f(2). Vejamos que f(n) = n*. Para isto observemos que, aplicando f,

para todo m € IN* temos
o lmlog,n| <n" < lmlogyn|+1

— zoc[mlogz n| < (f(?’l))m < 2a(\_mlog2 n]+1)

Assim,
a|mlogy n] a(|mlogy n]+1)

20 < f(m)y<2 para todo m € IN*.

Mas i { 1
lim a|mlog, n| - lim a(|mlog,n| +1)
m—soo m m—ro0 m

donde concluimos que f(n) = 2819827 = p*,

=walog, n,

163
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2.1 FUNCAO DE MOBIUS E FORMULA DE INVERSAO

Problema 2.28. (A) Encontre formulas fechadas para as somas

o Y u(ryd(n/r)

rln

o Y ud)o(n/d)

dln

o ) ud)on(n/d)
dln
Solucao
Ja vimos que se F(n) = Y4, f(d) entdo f(n) = ¥y, u(d)f(n/d). Assim, podemos achar
as seguintes férmulas fechadas

o d(n) =Yg, 1 =1 =Yy, pdydn/d).
e o(n)= Zd\n d=n= Zd\n }l(d)U'(n/d)
o 1) = Dy d" = 1" = Yog0 pld)or (/).

Problema 2.29. (A) Seja f uma fung¢do multiplicativa e ndo identicamente nula e n =

X1

plt- - pi*. Mostre que

k
L m@f@ =TTa - f).
dln j=1
Solucao
Veja que a funcdo g(n) = u(n)f(n) é multiplicativa, pois y e f sdo multiplicativas, e,

consequentemente, G(n) = } 4, #(d)f(d) também € multiplicativa. Assim,

G(n) =G(p!") -G = A+ (1) f(p)+0+...) - (L + (D' f(pr) +0+...))

Pois se p(p¥) = 0 para k > 2. Concluimos que

k

Y w@dfd) = Gm) = [ — f(p)-

d|n j=1
Problema 2.30. (A) Encontre formulas fechadas para as somas
o Y u(nd(r)
rln

o Y u(do(d)

dln

o Y u@do(d)

dln
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Solucdo

Para cada um dos itens usaremos que n = p;’

o Lo p(d(r) = [T, (1 = d(py) = (=1)F.

o Ta p(@do(d) =TI —o(p) = (=1Fp1 - pi.
o T o) =TT (1 — (py) =TT 2 — py)-
o T NP =TT - ) = 22

Observe que para n = 1 temos k = 0 e as férmulas anteriores também sdo verdadeiras.

ce p,”:k e o resultado do problema anterior.

Problema 2.31. (A) Seja r o ntimero de fatores primos diferentes de n. Demonstre que

Y lud)|=2".
dn

Solucéo
Sejam {p1, p2, ..., pr} 0 conjunto dos divisores primos de n. Sabemos que |u(d)|= 1
se, e somente se, d € livre de quadrados, ou seja, é o produto dos primos de algum
subconjunto do conjunto de primos. Veja que isso inclui o vazio, pois y#(1) = 1. Como o
conjunto tem 2" subconjuntos (para cada primo ha duas possibilidades ele divide d ou

ndo) concluimos que essa a quantidade de parcelas 1 e as demais sdo zero. Portanto,

Y| p(d)]= 2"

Problema 2.32. (A) Seja n um inteiro positivo que ndo € primo e tal que ¢(n) | n — 1.

Demonstre que n possui ao menos quatro fatores primos distintos.

Solucao

Primeiro veja que n é livre de quadrados. Suponha que n#o, entdo p* é a maior
poténcia de p que divide n com k > 2. Veja que ¢(p*) = p*~1(p — 1) é mtiltiplo de p e
p(n) = p(p") - p(n/p*) = p | p(n). Comisso, p | ne p | n— 1 implicando p | 1 que é
uma contradicdo. Portanto, n é o produto de primos distintos n = p1pz . .. ps.

Veja que s > 1, pois n ndo é primo. Ses =2, entdon = pge ¢on) | n—1 <=
(p—1D@—1) | pg—1. Sabemos que (p —1)(q—1) =pg—p—q+1|pg—p—q+1.
Fazendo a diferenca (p —1)(—1) | p+q9—2=(p — 1) + (¢ — 1). Suponha sem perda de
generalidade que p > g. Se g =2 temos p — 1 | p que é falso para todo p primo maior
que2. Seqg >3entio(p—1)g—1) >2p—-1)=p-D+(p-1)>@p-1)+@—-1)
e(p—1D@—-1)1t(p—-1)+@—1). Ses =3temosn = pgre on) | n—1 <=

165
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(p —1)(g — 1)(r — 1) | pgr — 1. Suponha sem perda de generalidade que p > g > r > 2.
Esse é exatamente o problema 0.29 deste livro e as unicas solucdes dessa divisibilidade
sdo (p,q,7r) =(2,4,8) e (p,q,7) = (3,5,15). Nas duas solucoes ndo temos trés valores
primos e também néo temos solucdo para s = 3.

Concluimos que se houver solucdo, entdo s > 4.

Se ¢(n) = n — 1 entdo n é primo, pois todos os numeros menores que 7 S30 pPrimos
com n. Como no nosso problema n ndo é primo, entdo ¢(n) | n —1 = ¢(n) < ”Tfl, pois

esse € o maior valor possivel para um divisor de n — 1 menor que n — 1. Nesse caso,

e(n) _ 1y _n-1
n _H<1 )S 2n

pin b

temos

Problema 2.33. (T) Dados dois niimeros reais « e f3 tais que 0 < o < B < 1, demonstre

que existe um numero natural m tal que

¢(m)
o< 7 < :B

Solucao
Primeiro veja que [T, primo ’%1 — 0.
Uma forma de provar isto é usar que para 2° < n < 2*! entdo H,, = % +54-+
1

1 1,1 1 i 1,1 1 _1
w > {+37+ -+ e essa tltima pode ser cotada usando que 3+; > ;+7 = 7,

1,1,1,1 1, 1,1,1_1 : : a
s+g+z+tg>gtgtgtg=;eassimpordiante. Temos H, > 1+ 7 e paraa — oo

NI—

temos H,, — co. Além disso, temos que cada % pode ser ser quebrado como produto de

#. Por exemplo, % = 2% . % Veja também que para cada primo a soma dos inversos das

1,1,.1 .. .. _ 1

poténcias € J+ 5 + 5 +- —1_71=%- Logo
P

p

1 1 11 p
Hn<<1+2+22+...> (1+3+32+...>“'= H ﬁ

p primo

p 5 p—1
Se Hp primo 51 — ©° €Ntao Hp primo - 0.

Veja também que para p suficientemente grande temos ’%1 =1 é tdo proximo de 1

_1
P

quando se queira.

Dados @ e p com 0 < a < B <1 tome o natural M tal que % < B — a. Ele existe, pois

% — 0 para M tendendo a infinito. Tome N tal que o primo N-ésimo py seja maior

i PNl 41 _ 1

que M. Assim, o 1 N 1 Zi/j
; A _ 17k  PN+i—

Considere a sequéncia x; = [ [i_, ﬁ

a partir do py. Temos a sequéncia x, é decrescente, pois cada fator € menor que

€m que esses sS40 0s primos em ordem crescente
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1, xo > Y71 e x, — 0 quando n vai para infinito, ja que [T, primo pt

’ — 0. Mas a

sequéncia nao pode "saltar"intervalos grandes

PN+ks1 — 1 Xk 1
X — X1 = (1 — )= < =
" PN+k+1 PN+k+1 M

Como a sequéncia vai para zero existe um x, com » minimo tal que x, < . Como r é
minimo, entdo x,_1 > B. Se Tivermos x, < a entdo

1 1
M<ﬁ—tx<xr_1—xr< ﬁ

r pN+i—1 =TT P(PN+i) _ QPNPN+1---PN+r)
i=0 pN+l PN+i PNPN+1---PN+r

que é absurdo. Logo & < x, < B e temos x, =

2 9(A)
que € forma “;-.

Problema 2.34. (OI) Seja m um inteiro positivo. Dizemos que um inteiro m > 1 ¢é
“superabundante” se

Vke{1,2,...,m—1} ?>%k).

Demonstre que existe um niimero infinito de numeros superabundantes.

Solucéao
Pelos resultados provados nos problemas 2.33 e 2.38 sabemos que % > H,, onde
H,, é a soma dos inversos dos inteiros positivos e tende para infinito quando 7 cresce

”(m) pode se tornar tdo grande quando se queira.

indefinidamente. Isso nos diz que
Suponha por absurdo que a partir de certo N ndo temos mais inteiros m > 1 supera-
budantes. Seja ky;,y 0 valor de {1,2,..., N} tal que '"“*)max seja maximo. Se existe
t > N temos ‘T(A) > ‘T(k’”"‘) ,» €ntdo o menor t com essa propriedade € superabundante
ja que é o primeiro Valor em que a funcdo passa de %mm que era o maximo até
entdo. Se tal t ndo existe, entdo % seria limitada e ja provamos que isto é falso.
Logo, ndo existe um N tal que ndo existem mais niumeros superabundantes apos N.

Concluimos que existem infinitos numeros superabundantes.

Problema 2.35. (OI) Demonstre que

o(n)
dmy =V

Solucdo

Para cada divisor d de n temos também o divisor 5. Pela desigualdade das médias

d+ 2
;d 2,/51-%:\/5 = d+%22\/ﬁ
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Logo

o(n) = Y (d+ 5 5>Yoyn= 2dn)f;»d§”;_\/a
d|n dln

Problema 2.36. (A) Encontre todos os valores de n para os quais ¢(n) | n.

Solucao

Usando o resultado do problema 2.17 temos n =1 ou n = 2° .3 coma>1eb>0.

Problema 2.37. (T) Demonstrar que m | c(mn — 1) para todo n se, e s6 se, m =3, 4, 6,
8, 12 ou 24.

Obs.: Vocé pode usar na solucdo o teorema de Dirichlet, segundo o qual se a e b sdo

inteiros positivos com mdc(a, b) = 1 entdo existem infinitos primos p = a (mod b).

Solucéo
Sejam = plil e pls‘”'. Se tivermos algum p; > 3 veja que podemos tomar x e y primos tais

que x = 2 (mod pi) e x = —1 (mod p;.{j), paraj #i,ey = p’

(mod p Ney=1
(mod p;(j ), para j # i. Pelo Teorema Chinés dos restos existem solugdes xp e yo que
sdo unicas modulo m. Veja que mdc(xg, m) = mdc(yo, m) = 1, pois para cada primo
que divide m sabemos pelas congruéncias que ele ndo divide xp nem y,. Agora pelo
Teorema de Dirchlet podemos tomar x e y primos. Note que x -y = —1 (mod m), pois
x-y=—1 (mod p;(j ) para todo j incluindo i, e existe n tal que xy = mn — 1. Por outro
lado, veja que

m!cr(xy):>pf" |(x+ D)y +1)=xy+x+y+1

ki k:
. S =1 -1
:>pf’|x+y=2+P12 =2+P’2
k:
ki p‘l+3 ki
= P |712 = p;' |3

Que s6 é verdade para p; =3 e k; = 1.

Logo, sé precisamos estudar n = 2K e n = 2k . 3.

Mas para esses n como no caso anterior podemos encontrar x e y primos tais que
x=5(modn)ey = (n—1)-5"1 (mod n) onde 57! é o inverso multiplicativo de 5
modulo n que existe pois mde(n,5) = 1. Temos xy = —1 (mod n)en | (x+1)(y+1) =
xy+x+y+1=n|x+y. Vejaquen|5(x+y)e5x+y)=5"+n—1) =24 (mod n).
Concluimos que 7 | 24.

Para provar que os divisores de 24 maiores que 2 realmente possuem a propriedade.
Podemos ver rapidamente que m = 2 néo funciona, pois 9 = —1 (mod 2) e 2t ¢(9) =
9+3+1=13.
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Para m > 2, considere a fatoracdo de mn — 1 em primos mn — 1 = pll{l pgz e pé‘s. Veja
que o(mn —1) = U(pll‘l)a(pgz) . -(T(p]s(s) e a(pf") | o(mn — 1) para cada i.

Se 3 | m entdo mn — 1 = 3k — 1. Temos p; # 3 e se cada poténcia pfi fosse congruente
a1 moédulo 3 entdo —1 =3k —1=1° =1 (mod 3) que ¢é falso. Existe algum indice j

tal que pff =2 = —1 (mod 3). Isso significa que p; = 2 (mod 3) e k; é impar. Logo,
ki+17 ) )

cr(p:.‘f)z %. Como k; +1 é par 3 | pfl“ —le3fpi—1=3]| U(pf’) = 3| o(Bk —1).

Se 4 | m o mesmo raciocino acima funciona. Temos mn — 1 = 4k — 1, p; # 2 e se cada

poténcia pfi fosse congruente a 1 médulo 4, entdo 4k — 1 seria congruente a 1 médulo

4 que € falso. Entdo tem alguma poténcia pf" com congruéncia 3 = —1 (mod 4) e k;
kl-+17

impar. Novamente, U'(pfi) = pfpff_ll. Como k; +1 é par 8 | pf’” —1(?*> =1 (mod 8)

para todo x impar) e4{p; —1 =4 | a(pf") = 4| o(4k — 1).

Se 6 | m a situacdo é andloga aos casos 3 e 4, pois cada primo p > 5 é congruente a

1 oub = —1 (mod 6). Os outros restos possiveis ndo podem ser primos 6k =2 -3 -k,
6k+2=2-B8k+1),6k+3=3-2k+1)e6k+4=2-(3k+2). Como nos casos anteriores
ha p; = —1 (mod 6) com expoente k; impar implicando 6 | a(pf" )-

Se 8 | m as poténcias de primos de 8k — 1 sdo congruentes a 1, 3, —3 ou —1. Como
8k — 1 = —1 ndo podemos ter todas congruentes a 1. Entdo pelo menos uma apresenta
outra congruéncia.

(i) Se alguma possui a congruéncia —1 entfo p; = —1 (mod 8), k; impar, 16 | pfitl —1 =
(8t —1)2 — 1 =82 —16t, 41 p; — 1 e podemos concluir que 8 | o(p) e 8 | o(8k — 1).
(ii) Se temos duas ou mais poténcias com congruéncia 3 modulo 8. Pelo que vimos no
caso 4 teriamos os ¢ de dois ou mais valores multiplos de 4 e o nosso resultado seria
multiplo de 16. Temos 8 | o(8k — 1).

(iii) Falta cobrir o caso em que ndo ha congruéncia —1 e hd no maximo uma congruéncia
3. Se ndo ha congruéncia 3, entdo o —1 da congruéncia de 8k — 1 viria apenas do —3,
mas isso é possivel, pois seria o produto de poténcia 1 mddulo 4 resultando em —1.
Resta o caso em que hd exatamente uma poténcia congruente a 3 e (como 3 néo é
equivalente a —1) pelo menos uma poténcia congruente a —3. Nesse caso, novamente,
usamos que pi.{" =3 (mod 8) = p; =3 (mod 8), k; impar e 4 | a(pf") = % (8 divide

o numerador e 4 ndo divide o denominador) e p;(j = —3 (mod 8) = p; = —3 (mod 8),
ki+1

g .. o e .
4 lp,_l (8 divide o numerador e 8 nao divide o denominador).
1

Isso conclui a solucéo, pois 12 = 3 -4 é consequénciade 3 | me4 |me24=3-8¢

k; impar e 2 | U(pf") =

consequénciade 3 | m e 8 | m.

Portanto, se m | c(mn —1),Vn <= m =3,4,6, 8,12 ou 24.
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Problema 2.38. (A) Demonstre que

|
o) >1+1+-~-+1.
n! 2 n

Solucéao

a(m) _ d _ 1 s .« . m
Sabemos que =~ = Y 4 3 = Ldm g- J& que para cada divisor d temos um outro .

Dessa forma, ( ) ¢ a soma dos inversos dos divisores de n!. Observe que para cada
1 < x < ntemos x | n!. Concluimos que a soma dos inversos dos nimeros de 1 an é a
soma dos inversos de alguns divisores de n! que é menor que a soma dos inversos de

todos os divisores de n! do outro lado.

Problema 2.39. (T) Demonstre que existem infinitos nimeros naturais n para os quais

o(x) = n ndo tem solugdo.

Solucéao
Comecemos observando que ¢(6) = 0(11) = 12 e que para qualquer p primo com p > 3
temos c(6p) = 0(6) - 0(T) = 12(p + 1) = o(11p). Considere a sequéncia p; dos primos
maiores que ou iguais a 5, ou seja, p1 = 5, p» = 7 e assim por diante. Para cada n

considere o conjunto A, = {1,2,...,11p,}.

Sea > 11p, entdo o(a) > a+1 > 11p,. Dessa forma, cada a € A, sé pode ser
imagem por ¢ de outro elemento de A,. Seja B,, o conjunto formado pelos elementos
b de A, tais que existe a em A, que satisfaz a equacdo c(a) = b. Note que para pelo
menos 1 elementos b = 12(p; + 1) de A, podemos encontrar dois elementos distintos
a; = 6p; e ap = 11p; tais que o(ay) = o(az) = b. E como se a, nio adicionasse elementos
a imagem de ¢. Assim, podemos concluir que |B,|< |A,|—n jd que ndo ha termos
suficientes para cobrir mais elementos que isso. Em outras palavras, pelo menos n
elemento de a € A, tais que a equacao o(x) = a ndo possui solucéo.

Entdo o conjunto dos inteiros a tais que o(x) = a ndo tem solucdo nédo pode ser limitado,

pois podemos pegar n suficientemente grande. Concluimos que tal conjunto € infinito.

Problema 2.40. (T) Demonstre que para todo m > 1
i (k)
k=1
Solucao

Na parte teorica do livro foi provado que

k=1 k
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Vamos melhorar essa cota. A chave para isso € que y(x) = 0 quando x possui algum
divisor quadrado perfeito. Observe que de 1 a m temos |4 | multiplos de 4, | % |
multiplos de 9 e | 5% | multiplos de 36. Pelo Principio da Inclusdo-Exclusdo sabemos que
#(x) = 0 para pelo menos

R e R e o

valores k com 1 < k < m.

Por conta dessa parcela —2 podemos observar fazer separadamente os casos m = 1,

m=2m=3m=4em=>5queresultamem1,1—3 =3, 1-3—-3=14,1
(pois u(4) = 00 e1—1 -1 —1 = 1 Usaremos de agora em diante que —1 <

Para k > 6 temos —1 < (k) (| %] — %) < 1, se k ndo é divisivel por 4 ou9, e 0,se 4 | k

ou9 | k. Assim,

Zy(k)L%J lekk) <1+(m-— 5)—(——2) ——2
k=1

k=1

Lembrando que Y}, u(k) | %] = 1 temos

LI
3

OJ\N

- 10|
my | <

AP
|| <

Problema 2.41. (A) Encontre todos os inteiros positivos n tais que
n=d:+d>—1,
onde 1 =d; <dy < --- < d=nsdo todos os divisores positivos do niimero n.

Solucao
Sabemos que dy | n e dy | d3 entdo d; | d2 — 1 = (dg — 1)(de + 1). Analogamente, temos
também d | d2 — 1 e podemos concluir que mdc(dg, d7) = 1. Sendo divisores de n
primos entre si podemos concluir que dedy | n e podemos escrever n = Qdgd; para
algum inteiro positivo Q. Veja que os divisores de dg e d; também sdo divisores de n.

Faremos alguns casos.

() Seds =med; =m+1lentdon = m?>+(m+1)> —1 = 2m?> +2m = 2m(m + 1).
Observe que 2 | m(m + 1)Como m = dg temos m > 6.
-Sem=6entdon =2-6-7 =84 e 6 ndo € o sexto divisor.

-Sem=7entdon=2-7-8 =112 e 7 ndo é o sexto divisor.
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(i)

-Sem=8entdon =2-8-9 =144 e, nesse caso, temos que 144 é solucao, pois os
sete menores divisores de 144 sdo 1, 2, 3, 4, 6, 8 e 9 satisfazendo as condicoes.
-Sem=9entdon =2-9-10 =180 e 9 ndo é o sexto divisor.

-Sem=10entdon =2-10-11 =220 e 10 nédo é o sexto divisor.
-Sem=11entdon =2-11-12 =180 e 11 ndo é o sexto divisor.
-Sem=12entdon =2-12-13 =312 e 12 ndo € o sexto divisor.

Para m > 13, se 3 | 2m(m + 1) entdo os ntimeros do conjunto {1,2,3,4,6,12}
sdo divisores de n menores que m. Se m é uma poténcia de 2, entdo m = 2~ e
n =212k + 1). Mas n possui k — 1 divisores 2% menores que m e se k > 6 entdo
2F ndo podera ser o sexto divisor. Se k = 5 entfio 3 | 2° + 1 = 33 e ja vimos que ndo
funciona. Se m + 1 é uma poténcia de 2, entdo m + 1 = 2k e n = 25*1(2K — 1). Como
vimos anteriormente n possui k — 1 divisores 2* menores que #n e se k > 6 nédo
pode haver solucdo. Se k = 5 entdo temos a solugdo n = 2 - 31 - 32 = 1984, pois
seus sete menores divisores sdo 1, 2, 4, 8, 16, 31 e 32. Se os dois ndo sao poténcias
de primos. Existem primos impares p e q tais que p | m e g | m + 1. Os nimeros
{1,2,4,p,2p,q,2q} sdo sete divisores de n e dg < d7 que é menor que ou igual ao
maior elemento desse conjunto.

- Se p > q entdo o maior elemento € 2p. Temos ds < d7 < 2p = d¢ = p e
d; = p+1. Sed; = p+1 = 2q entdo p seria o quinto divisor de n e ndo iria
satisfazer as condicoes. Se p + 1 = 4¢ entdo 8 divide n e os ndmeros 1, 2,4, 8, g e
2q sdo seis divisores de n menores que p. Se g > 4p entdo 1, 2, 4, q, 2q e 44 sédo
divisores de n menores que p. Em todos os casos, ndo seria possivel dg = p.

- Se p < g entdo o maior elemento € 2q. Temos dy < 2q = dy =2q oudy = q. Se
dy = 2q entdo dg = 2q — 1 é um multiplo impar de p. Se for 3p entdo 3 | n e ja
vimos que nado ha solugdo. Se dg > 5p entdo ndo pode ser o sexto divisor, pois 1, 2,
4, p, 2p e 4p sdo seis divisores menores que esse candidato a dg. Se d7 = g entdo
de = q — 1 é um multiplo par de p. Se d¢ = g — 1 = 2p entdo seria apenas o quinto
divisor de n, ap6s 1, 2, 4 e p. Se for 4p entdo o numero ¢ multiplo de 8 e d¢ seria
pelo menos o sétimo divisor apds os j4 listados com 8 e 2p. Parads =g —1 > 6p
os divisores 1, 2, 4, p, 2p e 4p nos garantem que esse ndo pode ser o sexto divisor
de n.

Portanto, as unicas solucdes nesse caso sdo 144 e 1984.

Se d; é poténcia de um primo maior que 2. Podemos escrever d; = p*. Dai,
pl(de—1)ds+1) = p | dse—1oup | ds+1, mas ndo ambos, pois mdc(dg —
1,dg+1) | 2 < p. Logo, d7 = p* | ds — 1 ou d7 = p* | dg + 1. O primeiro caso néo



(iii)

(iv)

)

(vi)

2.1 FUNCAO DE MOBIUS E FORMULA DE INVERSAO

pode ser verdade, pois implicaria d; < dg — 1 < d7 que é absurdo. O segundo

casody < dg+1 < dy = dy =dg+1. Recai no caso (i) que ja resolvemos.

Se d; é uma poténcia de 2. Temos d; = 2F e 2€ | (dg — 1)(ds + 1). Temos
d; > 7 = k > 3. Como o mdc dos fatores divide 2 temos que k-1 | de — 1
ou21 | dg+1. -Se2k! | dg—1temosdsg —1 =21t <2 = t =1. Veja
que k < 6, pois k > 7 implica que 2¥ ndo pode ser o sétimo divisor de n. Se
k =3,4,5 ou 6 temos os possiveis pares (dg, d7) sdo (5, 8), (9,16), (17,32) e (33,64),
respectivamente. O primeiro caso ndo serve pois dg > 6. O segundo néo serve,
porque 9 ja é pelo menos sétimo divisor de um multiplo de 9 e 16. No terceiro
caso vemos que 17 { 322 — 1. E no quarto e dltimo caso 33 é pelo menos o sétimo
divisor do nimero.

-Se 281 | dg+1temos dg+1 =2-1.t < dy =28 =t < 2. Set =2, en-
td0 dg + 1 = dy e recaimos no caso (i). Se dg +1 = 2k~1. Novamente, k < 6 e
para k = 3,4,5 ou 6 temos os possiveis pares (dg, d7) sdo (3,8), (7,16), (15,32) e
(31, 64), respectivamente.o primeiro caso nao pode, pois dg > 6. Nos demais casos
de 1 d2—1.

De agora em diante sabemos que dy possui dois ou mais divisores primos.

Veja que se dy possui trés fatores primos distintos entdo teria pelo menos2-2-2 —
1 = 7 divisores menores que ele e ndo poderia ser o sétimo divisor de n. O mesmo
ocorre se dy tem dois divisores primos com um expoente maior que ou igual a 3.
Se d; tem dois fatores primos cada um com expoente 2 entdo tem 3-3 —1 =8
divisores menores que ele e novamente ndo poderia ser o sétimo divisor. Isso nos

deixa apenas dois casos d; = p?q e dy = pq para p e q primos.

Se dg ¢ uma poténcia de 2. Entdo dg > 6 implicando dg = 2¥ com k > 3. Temos os

sete divisores 1, 2, 22, 23, p, g € 2p menores que dy e ndo temos solucdo.

Se d¢ é uma poténcia de primo p impar. Temos d¢ = p* implica p | d7 — 1 ou
p | d7 +1, mas ndo ambos pois o mdc deles é 1 ou 2. Entdo um dos fatores leva
todos os fatores e dg | d; — 1 ou dg | d7 + 1.

- Se dg | d7 — 1 entdo dy = kdg + 1. Temos

Qdg(kde +1) = d2 + kdg(kdg +2) = Q(kdg + 1) = dg + k(kde + 1) + k
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(vii)

(viii)

= kdg+1 ’k+d6

Mas isso nos leva a kdg+1 < k+dy <= (k—1)(ds—1) < 0. Se k = 1 temos
entdo dg = d7 — 1 e mais uma vez cairiamos no caso (i). Se k > 2 a desigualdade
é falsa.

- Se dg | d7 + 1 entdo dy = kdg — 1. Temos
Qde(kdg — 1) = d2 + kdg(kds — 2) = Q(kde — 1) = d + k(kdg — 1) — k

= kdg — 1 | —k+dg

Se k = dg entdo d; = d% — 1 com dg impar e temos que 23 | d7. Vimos no caso (iv)
que nao da solucao.

Se k # dg temos |kdg — 1|< |—k + dg| que € equivalente a
kdg—1< —k+de < (k—1)ds+1) <0

ou
kde —1<k—d¢ < (k+1){ds—1) <0

Como dy > dg sabemos que k > 2 e as duas possibilidades sao falsas.
Concluimos que nesse caso dg ndo temos solucdo. Daqui para frente podemos

supor que dg tem pelo menos dois divisores primos distintos.

Se dy = p?q entdo 1, p, p?, g e gp sdo 5 divisores de d; menores que d;. Resta
apenas uma possibilidade para d¢ que € primo com d7. Ele precisa ser um primo
r, pois se tiver mais algum divisor menor que ele o d7 = p?>q ndo poderia ser o

sétimo divisor. Os casos (v) e (vi) garantem que nao temos solucao.

Se d; = pq entdo 1, p e g sdo trés divisores de n menores que dy. Além disso,
de¢ possui pelo menos dois fatores primos r e s. Isso no minimo resulta em 3
outros divisores 7, s e rs menores que d;. Dessa forma, pg sé poderéd ser o sétimo
divisor se d¢ = rs e os unicos divisores de n menores que pg sdo 1, p, 4,7, s e
rs. Se r < p, entdo rq seria mais um divisor de n menor que pq e ndo teriamos
solucdo. Logo, para poder ter solucdo r > p. Analogamente, devemos ter s > g
para ndo termos o divisor ps < pg. Porém, essas duas desigualdades nos levam a

de = rs > pq = dy > de. Portanto, ndo temos solucdo.

Concluimos que as tnicas solugdes sdo 144 e 1984 provenientes do caso (i).
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Problema 2.42 (IMO1998). (OA) Para cada inteiro positivo n, d(n) denota o niimero de

divisores de n. Determine todos os inteiros positivos k tais que d(n?) = kd(n) para algum n.

Solucéao

Sejan = py'py? ... ps°. Temos

. d(n?) ~ 2a +1)az +1). .. (205 + 1)
S din) (+ D +1) .. (as+1)

Entdo os k que satisfazem a equacao se, e somente se, possuem representacdo como

2k —12kp—1 2k —1

k k1 ky 7 ks

Para inteiros positivos k;. Veja que k | (2k; — 1)(2kp — 1)...(2ks — 1) e k é obrigatoria-

mente impar. Vamos provar por inducdo que todo k impar podemos encontrar solucao.

Para k = 1 temos 1 = 21=! ¢, de fato, para n = 1 temos k = 1. Se k = 2t — 1 com t {mpar

podemos usar k = % -t e usar a representacdo de t que existe por hipétese de inducéo.

Se k =4t — 1 com t impar. Tome

C12t-3 6t—1

k= oi—1 3t !

e usar a representacaode t.
Para os valores iniciais temos para k = 3 a representacgéo 3 = % . g (nessecasot=1e
5.

s _ 54 5.2 _ 5. 12t=3  6t—1 :
pode ser omitido) e para k = 5 temos a representacdo 3 -3 = 3 - 5 - “3; . Veja que

nao ha problema em usar um mesmo valor de k; varias vezes, pois podemos tomar
primos diferentes com mesmo expoente.

De maneira geral, se m =2" -t — 1 com t impar. Podemos usar o seguinte padrdo para
resolver por inducao.

Lo 2@ -Dt-@ 1) 42— 1)t—3 202" =1t —1
Tl — (@ T—1) 22 —1)t—1 @ -1t

Assim, para todo k impar podemos representd-lo usando a representacdo de um nimero
t impar menor e, por inducdo, todo inteiro positivo impar pode ser representado na
forma apresentada.

Concluimos que k = ‘fi(('ff)) <= k é impar.

Problema 2.43. (A) Se n é composto, mostre que @(n) < n — /n.

Solucao
Seja p o menor divisor primo de n. Como p € o menor divisor primo de n temos

p<n/pen=p-n/p>p-p=p?= /n>p. Uma consequéncia que serd util é
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ﬁ:ﬁg%:—\/ﬁz—

Agora veja que 1 — % < 1 para todo primo.

(p(n)an<1—l17> §n<1—1>=n—zgn—\/ﬁ.

qln P

Problema 2.44. (A) Mostre que ¢(n) + c(n) > 2n para todo inteiro positivo n.

Solucdo

Temos

p(n)+o(n) > 2n <= M asqn) >2

1(d)

Lembrando que ¥4, “7 = @, que Yy, } = U(n)

e u(x) € {—1,0,1} temos

p(n)  o() 221+ﬂ(d) S Lvp@®

n n am d - 1

Pois para d > 1 temos %@ > 0.
Problema 2.45. (T) Seja f : (0,+0) — R tal que f(x) = 0se x € (0,1) e f(x) =

XY <y @,Vx > 1. Prove que Y ;> f(x/k) = x,Vx > 1.

Solucéao
Veja que ) i~ f(x/k) = Y5, f(x/k), pois para k > x temos 0 < x/k < 1e f(x/k) =

Agora vamos desenvolver o somatdrio

Zf(x/k) E( )3 ”,ﬁ,ﬁ'j”)

k=1 \ky<x/k

Veja que para cada y com 1 < y < x ele aparece no denominador quando cada um de

seus divisores é k1 e k = % Esse somatdrio se torna

jZ; (deju(d)) _

Na udltima passagem usamos o fato da soma de y(d) sobre os divisores de n ser 1 para

n =1 e 0 para os demais valores de n.

Problema 2.46. (T) Dadas duas fungbes f, g : N~ — C, definimos o produto de Dirichlet
(ou convolugdo de Dirichlet) f x g:IN-o — C de f e g por

fram =L fdg(5) = X fldg.

d\n d] d2:1’l
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(a) Prove que, ses € R (ous € C) e as séries ) f (n) Z g(n) convergem absolutamente
n>1
entdao

Zf(” 28(”) Zf

n>1 n>1 n>1

(b) Prove que, para quaisquer fungées f,g,h : N~g — C, temos fxg=g*fe f*(gxh) =
(f * g) = h (isto é, o produto de Dirichlet é comutativo e associativo), e que a fungdo

1 sen=1

I : NN~ — C dada por I(n) = € o elemento neutro do produto x, i.e.,

0 sen>1
I«f=fxI=f Vf:INyo— C.

(c) Prove que se f e g sdo multiplicativas entdo f x g é multiplicativa.

(d) Prove que, se f : Nsg — C € tal que f(1) # 0, entdo existe uma unica fungdo
fED:Nog — Ctal que f * fCV = fCV « f = I, a qual é dada recursivamente por
fED1)=1/f(1) e, paran > 1,

1 n

) FED.

f(l)dz f(d)f (d)

n,d<n

f0m) = -

(e) Prove que, se f é multiplicativa, entdo a fungdo f~V definida no item anterior também

é multiplicativa.

Solucéao

(a) Antes de fazer as manipulacoes algébricas devemos lembrar que se o somatorio
converge absolutamente, entdo podemos mudar a ordem das parcelas e a série
continua sendo congergente.

Para cada N > 1 podemos agrupar todos os pares m e n tais que m -n = N.
Passando por todos os n possiveis passaremos por todos os divisores de N. Assim,
podemos concluir que

Zf,i'f) Zg(” Zf*g(”) Z(Z i) Zg(m)>

n>1 n>1 n>1 N>1 n>1

L% ( A n)g(m)) y LS,

nm=N N>1

(b) Veja que podemos escrever a operagdo como

(fxQm) =) fla)g(b)

a-b=n
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Com a percorrendo todos os divisores de n. Mas nesse caso b percorre também
todos os divisores na ordem contrdria e fica claro que f * g = g * f.
Temos A = (gxk), fx(gxk)=fxAe

(fx (g *)mn) = (fxAn) = ) f(@AW) =) f(a) ( ) g(b)k(6)>

a-d=n a-d=n b-c=d

= Y f@)gk()

a-b-c=n
Se tomarmos B = (f * ¢) podemos desenvolver (B * k)(n) da mesma forma que

fizemos com f * A e obter o mesmo resultado. Logo,
fxA=Bxk= fx(gxk)=(f xg) xk.

Sobre I(n), veja que

(F = D(w) = Y F@I) = f(n),
dn

pois f(d)I(4) =0parad #ne f(d)I(5)=1parad = n.

Como j4 vimos que a operacgdo é comutativa temos
fxl=1xf=f.
(c) Sejah = f * g e considere m e n inteiros positivos primos entre si. Temos
mn
hmn) = Y F©)g(=)
clmn

Sabemos que cada divisor ¢ de mn pode ser escrito de maneira tinica como ab
em que a | m, b | n, mde(a,b) = 1 e mde(%, ) = 1. Entdo o somatdrio pode ser
considerado como

honn) = Y flabgC )

alm,b|n

hmm) = Y- f@fO)3(3()

a|lm,b|n

h(mn) = (Zf(a)g(’:)) (Zf(b)g(Z)) = hm)h(n).

alm b|n

(d) Paran = 1temos (f x f 1)(1) = I(1) < fO)f 1) =1 < (1) = %
Suponha que jé determinamos os valores de f~! para k < n. Queremos resolver a

equacio (f x f~1)(n) = I(n) que é equivalente a

Yd | nfCGf ) =0



(e)
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Separando a parcela que queremos calcular

FOf )+ Yod [, d < nf()f 7 d) = 0

Se os valores para d < n j4 estdo determinados e f(1) # 0 podemos isolar f~(n)
na equacao .

1y =+ Y1
f (n)—f(l)d§<nf(d)f ().

Isso determina f~! para cada n.

Ja que a funcao foi determinada para cada valor podemos concluir que ela existe e
€ Unica.

Vamos provar um resultado primeiro, se ambos g e f * ¢ sdo multiplicativas, entdo
f também é multiplicativa. Suponha que f ndo é multiplicativa e vamos provar
que f * ¢ ndo poderia ser. Se f ndo é multiplicativa, entdo existem m e n inteiros

positivos com mdc(m, n) = 1 tal que

f(mn) 7 f(m)f(n)

Vamos considerar o par com o menor produto possivel em que vale essa propriedade.
Caso exista mais de um par, podemos tomar o que tenha o menor m.

Se mn =1 entdo f(1) # f(1)f(1) entdo f(1) #1. Como h(1) = f(1)g(1) = f(1) #1e
h nao poderia ser multiplicativa.

Se mn > 1, entdo f(ab) = f(a)f(b) para todos os a e b primos entre si com ab < mn.
Agora, nés podemos usar as ideias do item b deste problema. Exceto no caso a = m

e b = n que separamos.

homm) = Y flab)g(TE) + flmn)g(1)

alm,b|n,ab<mn

h(mn) = (D(a)g(’:)) ():ﬂb)g(’;)) — fm)f(n) + f(mm)

alm bln
h(mn) = h(m)h(n) — f(m)f(n) + f(mn)
Mas se f(mn) # f(m)f(n), entdo h(mn) # h(m)h(n) e h ndo poderia ser multiplica-

tiva.

A partir disso, se f e f * f~! = [ sdo multiplicativas, entdo f~! é multiplicativa.
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FRACOES CONTINUAS

Problema 3.1. (A) Determine a fracdo continua de /7. Mostre que ela é periddica a

partir de um certo ponto, e determine o periodo.

Solucéao
Temos ag = V7e ap = L\ﬁJ = 2. No termo seguinte x| = ﬁ = ‘/?2 que estd entre 1
e?2.Issonoslevaaa = [a] =1.

Dai, ap = f%}zil = \/73_1 = ‘/Z”. Novamente, o valor estd entre 1 e 2 e temos a, = 1
além de az = 1 2 _ V7HL

B TV

Como 1 < a3 < 2 temos a3 = 1 e podemos passar para o 4 onde ay = ﬁ%l ===
5T

@=\ﬁ+2estéentre4e5. Logoa4=4ea5=ﬁ=tx1.
Portanto, v7 =[2;1,1,1,4,1,1,1,4,...].

Problema 3.2. (A) Escreva na forma r + /s, com r,s € Q,s > 0, os niimeros reais cujas

representagdes em fragbes continuas sdo as seguintes:
(a) [0;3,6,3,6,3,6,...].
(b) [0;k,k,k,...], onde k é um inteiro positivo dado.

(0 [0;1,1,2,2,1,1,2,2,1,1,2,2,...]

Solucéao
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(a) Sejax=1[0;3,6,3,6,3,6,...]. Veja que

‘e 1 1
- 1 1
3+6+% 3+
Que nos leva a
6+x 5
x—m < X +6x—-2=0

As raizes sdo x = %‘/ﬂ = —3 £ v/11. Como o piso de x deve ser 0 a solucdo que

dejamos é a positiva. Logo, x = =3 + /11.

(b) Seja x = [0;k,k,k,...]. Veja que x = ﬁ enoslevaa x> +kx —1=0. Tem uma
solucdo negativa que ndo € nossa resposta e a outra positiva x = _"% Vit

—k k2+4
2tV 1

(c) Novamente, seja x =[0;1,1,2,2,1,1,2,2,1,1,2,2,...]. Nossa equacao €

1
1+
2+m

X =

: : 1 _ 5+2x 2+x  _ 7+3x 5+2x _ 12+5x
Fazendo de baixo para cima, 2+ 5 = 355, 1+ 5. = £50, 1+ 357 = 750 €

X = 172135’; Essa ultima nos fornece a equacédo do segundo grau
12x+5x* =7+3x <= 52> +9x—7=0.

_ -9Vl _ -9, |21

Como x > 0, temos x = =5/ = 35 +1/ 55~

Problema 3.3. (A)

(a) Sabendo que 3,14 < x < 3,15, determine o maior natural n e inteiros ag, a1, ..., ay
para os quais € possivel garantir que a representagdo em fragoes continuas de x comega

por [ag; ay, ..., a,].

(b) Sabendo que 3,141592 < x < 3,141593, determine o maior natural n e inteiros
ag,ai, . ..,y para os quais € possivel garantir que a representagdo em fragdes continuas
de x comega por [ag; a1, ..., a,].

(c) Sabendo que 3,1415926 < x < 3,1415927, determine o maior natural n e inteiros

ag,ai, . ..,y para os quais € possivel garantir que a representagdo em fragdes continuas

de x comega por [ag; a1, ..., a,]

Solucao
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(b)

(0

FRAGCOES CONTINUAS

Comecando por 3,14 < x < 3,15 temos ap = 3. Dai, 0,14 < x —3 < 0,15 «<—

100 _ 1 100 : o 100
& > &1 = ;=3 > 75 - Mas nesse intervalo a parte inteira muda de 6 em 35 para

7 em % e a1 tem dois valores possiveis. Logo, o maior n que podemos garantir é

n=0.

Novamente, temos ap = 3 € 0,141592 < x — 3 < 0,141593 <= 7, 06254590655 >

ny = ﬁ > 7,06249602735. Nesse caso 0s extremos tem 0 mesmo piso, entdo

a; = 7 e podemos seguir para o proximo passo usando a1 = 3{173 e 0,06254590655 >
w; —7 > 0,06249602735 <= 15.9882565488 < a; = —— < 16.001017063. De

06177

fato, a fragdo continua do extremo inferior comeca com [3;7,15,...] e o superior

comeca com [3;7,16,...]. Concluimos que a, poderia ser 15 ou 16 e o maior n que

podemos garantir que as representacoes comecam com os mesmos valores é n = 1.

Mais uma vez, temos ay = 3 e 0,1415926 < x —3 < 0,1415927 implicando
7,06251597894 > g = x%3 > 7,06251099103 e a; = 7. No préximo passo
0,06251597894 > a1 — 7 > 0,06251099103 implicando 15,9959104369 < ap =
a11_7 < 15.997186791 e a, = 15. Vamos para os termos a3 e a3, 0,9959104369 <
ap — 15 < 0.997186791 implicando 1,0041063563 > a3 = 0(21—15 > 1,00282114547
que nos da az = 1. Teremos 0,0041063563 > a3 — 1 > 0,00282114547 nos levando

a 243,524898217 < w4 = {1 < 354,46594677. Portanto, temos varios valores

a3

possiveis para o a4. Portanto, o valor de n que podemos garantir os primeiros n

valores na representacdo como fragdo continua é n = 3.

Problema 3.4. (OI)

(a) Determine as primeiros 6 reduzidas da fragdo continua de \/5.

(b) Definimos a sequéncia a, = nv/5 — Ln\@J Determine os valores de n < 2011 tais

que a, seja respectivamente mdximo e minimo.

Solucao

(a)

(b)

Pelo item a do problema 3.5 com a = 2 temos /5 = [2;4] e as seis primeiras

: s~ Po _ 2 p1o_ 2441 _ 9 p2 _ 9442 _ 38 p3 _ 384+9 _ 161 ps _
reduzidas sdo o' = §, 0t = Sy~ = 1, o T IRt T T g T 1AM T 7o g =
1614+38 _ 682 o P35 _ 6824+161 _ 2889
724+17 — 305 € g5 = 305472 — 1292

Provaremos que nv/5 — |n+/5] é minimo para n = 1597 e maximo para n = 1292.
Seguindo os passos do item anterior temos % = %. Usando as fracOes continuas

sabemos que % <5 < %. O candidato a minimo ocorre em #n = 305 onde

temos 305v/5 — {305\6J = 305v/5 — 682 < 5. J4 o candidato a mdximo é com
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n = 1292 implicando 1292v/5 — [1292v/5 | = 1292/5 — 2888 > 1 — ;.
Pelo Teorema 3.15 do livro texto sabemos que 0 < g < g = 5473 vale

[1292+/5 — 2889]= [g5v/5 — ps|< |qv/5 — p|

na verdade é menor, pois v/5 é irracional. Entfio o valor maximo est4 provado.

Para a cota inferior, para 0 < g < g5 = 1292 vale
[305/5 — 682|= |94v/5 — pa|< [9V/5 — p|

Isso ndo seria suficiente para analisar até 2011. Para 1293 < g < 2011 veja que

p — 682

gV5 — p < 3055 — 682 < (1 —305)V/5 < p—682 < 5 < P

12238 , ; : :
Mas \@ > Fin € 1850 implica

p—682 _ 12238
q—305 ~ 5473

<= 5473p — 6825473 > 12238 — 305-12238 <= 4 > 12238 — 5473p

Teria que ser 1, 2 ou 3. Note que igual a 0 daria 5473 | g e ¢ > 2011.

Podemos verificar as congruéncias de ¢ médulo 5473. Veja que 12238 - 1292 —
5473 - 2889 = —1 implicando 122387 = 1 (mod 5473) +— g = —1292 =
4181 (mod 5473). Logo 1, 2 ou 3 nos ddo congruéncias q = 4181,2889 ou 1597
(mod 5473). Como nosso limitante € 2011, sé precisamos testar g = 1597. Mas
nesse caso, temos 12238 - 1597 — 5473p = 3 <= p = 3571.

5.1597%2 — 35712 4

1597/5 — 3571 = =
1597+/5+3571  1597+/5 + 3571

5-305% — 6822 1 B 4

305v5+682  305v5+682 12204/5+2728
Concluimos que 15971/5 — 3571 < 305+/5 — 682. Pelo que foi demonstrado 11/5 —
|nv/5] é maior que ou igual a 305v/5 — 682 para n # 1597 e menor que isso em

305v/5 — 682 =

n = 1597. Entao o minimo ocorre em n = 1597.

Problema 3.5. (A) Demonstre que, para todo inteiro positivo a, temos as seguintes

expansoes em fracdes continuas periédicas:
(@) Va2 +1=]a,2a].

() Va2 —1=[a—1,1,2a-2]

(© Va2 —2=[a—1,1,a—2,1,2a —2].
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(d) Va2 —a=[a—1,2,2a —2].

Solucao

(a) Temos oy = Va2 +1eay = {\/a2+1J =g Dal, 0y = —— = Va2+1+ae

a2+1—a
— — — 1 — 1 — 2 —
a1 = |ag| = 2a. Dessa forma, ay = = =Va*t+l+a = n.
1 L 1J > %2 Va2+l+a—2a a?+1—a 1
Podemos concluir «; sdo todos iguais e a; = 2a para todo i positivo.
’ a2 — _
(b) Temos ag =Va?2—1eag= [\/az — 1J =a—1.Dai, a; = \/aZ—ll—(a—l) = V@ Zﬁ(z“ )
. — 2a—2)(Va?—1+a—1)
= =1.N int = 1 =202 _( =
ea; = o | 0 passo seguinte, ay = —=— — Sl T
202
va?—1+a—1.Issonoslevaaa, = |ap| = 2a — 2. Observe que ag = 1

Va2—1+a—1—(2a-2)

1 ~ ;
—— = . Entdo os «; entraram em um periodo de tamanho 2 e podemos
Vi 1-@-1 1 i P p

concluir que a5,_; = 1 e ay, = 2a — 2 para todo k inteiro positivo.

(¢) Comegamos a representacdo por ag = Va2 —2 e ag = {\/ az — ZJ = a — 1. Dai,

_ 1 _ Va2—2+(a-1) _ _ . _
M= TE e 53 ea = |a1] = 1. No passo seguinte, a, =
1 _ 203 _ (a-3)(Va?=2+a-2) _ /a2 D2+a-2 . B
Vi | | Ve—2-a+2 20=6 = 5 . Vegjaquea—1 <

20—3
Va2 —2 < a implicando 2”2—_3 <y < —2”2_2 =a—1leay = |ay] =a—2. Com
i 1 2 2(Va2—2+a—2) VaZ—2+a—2 .
i = = = = . Pela estima-
SSO; 0‘3 /ﬂ2_2+”_2—(a—2) \/IZZ—Z—L'H-Z 4a—6 20—3 (S es
2

tiva que fizemos em &, temos %Z:g < a3z < %Z:g e a3 = 1. Para o préximo

1 203 (2a—3)(Va?2—2+a—1) 5 .

= — = = — — + _ .

passo, ay Y . e 523 VaZ—2+a-1 Assim,

203
1

ay = |as| = 2a — 2. Finalmente, no passo 5 teremos as = T ) -
1

JA—aop - M- Temos que a sequéncia «; forma um periodo de tamanho 4 e

Age_3=a—1, a4 _>=0a—2,a4_1=1e ay =2a— 2 para todo k inteiro positivo.

(d) Novamente, comecamos calculando «; até encontrar um periodo. Temos ay =

2 : _ ; 2 2 2 ‘ _ 1 _
va*—a. Vejaqueag=a—1, pois (a—1 ac—a<a-.Dal,ag; = ———— =
Jja que ag , pois ( )" < < = e
/g2 _ _ . . . . _ _ _
%;“1. Pela estimativa feita anteriormente, 2 = % <y < % =2+ ﬁ
. 1 a—1 (a—1)(Va?—a+a—1) 5
= . = = = = — —+
e a1 = 2. Seguindo, a3 Ert , © Via-arl e vat—a
a—1
a—1. Com isso, ap = 2a — 2 e temos a3 = 1 = 1 =wa1. O

VaZ—ata—1-(2a—2) = Vai—a—a+l
periodo da sequéncia «; é 2 e podemos concluir que a,_1 = 2 e ay, = 2a — 2 para

todo inteiro positvo k.

Problema 3.6. (A) Encontre as fracdes continuas de v/a2 +4 e /a2 — 4.

Solucdo

Sea=1temos V12+4 = /5 =[2;4] e /12 — 4 nfio é real. Se a = 2 temos V22 +4 =
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V8=

V32 —1=1[2;1,4] e /22 — 4 = 0 que é inteiro. Agora vamos considerar a > 3 e

precisaremos considerar dois casos a par e a impar.

®

(i)

Se a é par.
Para Va2 + 4 comecamos com &y = Va2 +4 e ap = {\/ az + 4J = a. Seguimos para
£ _ 1 1 _ Va’+4+a : _ _a
0 Préximos termos &y = gz = 5 — = Y Veja que a1 = |a1| = § que
7 . . . 7 7 _ 1 _ 4 _ 2
é inteiro, pois nesse caso a € par. Dai, ap = = =Vva2+4+ae
» P p » 12 Va2+ara _a Va2+d—a

4 2
a, = 2a. Com isso, a3 = VaTl+a = \/ﬁ - = . Entdo a sequéncia «, tem

periodo 2 a fragdo continua é Va2 +4 = [a;a/2,2a].
Seguimos para va? —4. Se a = 4 temos uma excecio que pelo dltimo item
do problema anterior temos 42 —4 = /12 = [3;2,6]. Para a > 6. Temos

ng = Va2 —4 eay = a—1. Segue que a; = \/azikaﬂ = V”‘Zz;”jg”_l. Temos
20 -2 < Va2 —4+a—-1<2a—1ea; =1.Dai, ap = 1 =205

V2—4a-1 g Va2—d—a+d
2a-5
Va2— 7 dag— _ Va2 —dra— —
2a—5)(Va*—4+a—4) _ Va’—4+a 4 Obeserve que 205 - vaZ—d+a—4 - 204 o sando
8a—20 1 4 4 4
1 4

a par temos a4, = £ — 2. No proximo passo = = =
p 2 2 p P , X3 [a2_ 4+u 4 —(s-2) Va2 —4—a+4

/g2 _ — /a2 _— _ .7 . :
X Z(Za‘i‘; D - ”2a‘fr5” 4. Pela cota j4 feita temos a3 = 1. E no passo seguinte
_ 1 _ 25  _ /o _ — 9,
0yg @;a i, VR —d-an va*—4+a—1 e, consequentemente, a4 = 2a
A/ a2 _ _ 7
2. Dai, a5 = \/a2—4+ail—(2a—2) = “2a‘f*'5“ ly,. Segue que w, tem periodo 4 e

a2 —4=[a—-11,5-2,1,2a-2].

Se a é impar.
Para Va2 + 4 comegamos com &g = Va2+4 e ay = L az + 4J =a. Seguimos para

Lo D 1 _ Va’+4+a
0 ProxXimos termos a; = =g = —=—— =+ . Veja que a; = |a; | = %51 que
7. . . 7 7 vV 2
é inteiro, pois nesse caso a € par. Dai, ap = ml = 2+i 5 = 4va Zi*“ 2 =
ac+4+a a —a

a-1
2

@. Note que 22 —2 < Va?+4+a—2 < 2a—1 e ap = 1. Seguindo para o

préximo passo, a3 = \/ﬂiﬂ,l =t = ”(\/”;?Jrz) \/”TJ’Z . Segue que a3 = 1
a
e podemos calcular o préximo termo wy = \/ﬁ”—l = \/ﬁ—wz = @”*2.
Novamente, podemos usar o fato de a ser 1'mpﬂar para calcular a4 = % No
passo seguinte, a5 = \/EM{Z_Q = \/ﬁ_a =+Va2+4+a. Segue que as =2a e
4 2
Ng = \/ﬁw o = a2147a = w;. Concluimos que a, tem periodo 5 e Va2 +4 =

[2;5%,1,1, %52, 24].
Para Va2 — 4 sea =23temos V32 —4=+/5= [2;4] que é excecdo. Paraa > 5
podemos calcular os termos da fracdo continua até encontrar o periodo. Temos
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xg = Vaz—4 eay = a—1. Segue que a = \/az—i—au = Vﬂzz’a‘fg”’l. Temos
20-2< Va2 —4+a—1<2a—1ea; =1. Dai,a = 1 = 205

Vel —dra-1_4 Va2 —4—a+4 -

2a—-5
_ 2 2_ _ _ 2_ _ _
(2a—5)(v a*—4+a— 4) Va iHu 4. Obeserve que 2a45 < Ya ;Hu 4 < 2a—4

2=20 T €, nesse
_ a=3 : _ 1 —
caso, a impar temos a; = %5°. Seguindo o processo, a3 = N
4 2
4 _ 4Va*—4+a-2) _ \/a2 +a 2 2. Dai 1 a—2
= . 1 = = =
VaZ—4—a+2 4a-8 €as at, ieq Va2 —4+a-2 ) T Va2—4—a+2
a—2
(—2)(Va2—4+a—2) _ /a2—4+a—2 _ a3 : ; —
— = 1 e ay = %5°. Seguindo para o quinto passo, as =
1 4 _ Va?—4+a—4 1. F .
= = = 1. Fazendo mais um =
e — Vi 2B as azendo mais um passo, ag
4 2
1 _ 215 _ _ /7 _ 4 )
=+va?—4+a—1eag=2a—2. Eno sétimo passo, final-
\/az 4+a—4 1 \/112—4—IZ+1 a 6 S€ passo,
2a—5
mente, chegamos em wy = 1 = 1 = ;. Portanto, o periodo

Va2 —4+a—1—Q2a—2) Va2 —4—a+1
da sequéncia a, é 6 e podemos escrever Va2 —4 =[a —1;1, %,2, %, 1,2a —2].

Problema 3.7. (A) Prove que, para quaisquer inteiros p,q com g > 0, temos

1
‘\@ — Z > 37 Determine todos os pares de inteiros (p,q) com q > 0 tais que

‘W—Z’<;3.

Solucao
Se g = 1 temos uma excegéo, pois |v/2 — 1|< 1. Para g > 2 vamos fazer dois casos.

Se vV2+p/q > 3 > 2/2 entdo [V2 — p—p —V2 >3- Zf—321ﬁ>11—2231?

para g > 2. Observe que v2+p/q # 3, p01s /2 é irracional. Se v2+p/q < 3 veja

que 2% — p?|> 1, pois é inteiro e ndo pode ser 0 ja que /2 é irracional. Temos
_Ps 1 _ry. P> ; r % L
2=z = VR RHIVER o VR s > s

Parag =1 podemos tomar } e 2 tais que a diferenca para v/2 é menor que -5 = 1. Para

13 -
q > 2 temos 5 > V2 — ]> = 34> > q°> = 3 > g. Entdo s6 precisamos testar
g=2.A dlstanc1a de V2 ate Z e % sdo maiores que 0,2 = 5 > 2—3. Entdo sé precisamos
estudar a distancia de v/2 até 3. Temos 3 — /2 = 3= 2v2 1 z

2 2 T 2(3+2v2)
Os pares sdo (1,1), (2,1) e (3,2).

Problema 3.8. (T) Prove que, para qualquer « € R\ Q, e quaisquer s,t € R com s < t,

existem inteiros m,n com n > 0 tais que s < nu+m < t.

Solucdo

Considere a aproximacdo de a com fragdes continuas g com |a — ] iz =

5—%<zx<§+q% — p—%<qo¢<p+%. Dessaforma,qa=p+eouqzx—p—e.
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Veja que se ga = p + € entdo os numeros kqu estardo em todos os intervalos de tamanho
maior que %, pois kqu = kp + ke implica kqux = ke, entdo ke < 1. Analogamente, se
g = p+ € os numeros kqux também terdo representantes em todos os intervalos de
tamanho maior que %.

Voltando ao problema, s < na+m <t <= 0 < na+m—s < t—s. Podemos fazer
n = kq para g suficientemente grande de modo que s < kqa < s+ % e % <t—s.Jdm

seria — |kqa|+|s|. Assim,
1
O<na+m-—s< 7 <t-—s.

Problema 3.9. (OD) Seja

Pn _ 1
- 2
gy L
32
2+ 5
2+ >
) (2n — 3)?
T
a n-ésima convergente da fragcdo continua
1
2
1+ 1
32
2+
52
2+
72
24+ —
1 1 1 1
Demonstre que Z: =1- 3 + 57 +o 4+ (—1)”*1m.

Solucéo
Considere duas sequéncias de numeros reais a, e b,. Defina as sequéncias x, e y,
recursivamente por x; = 1, y; = ay, xo = az, Y2 = a1a2 + by € X1 = App1 Xy + bpx,_q €

Yn+1 = Ans1Yn + buyy—1. Provaremos por indugéo que

= E,Vn > 1.
bl Yn
a +

ay + .
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Paran =1 e n = 2 temos AT T +b1 Suponha que o resultado é
2
verdade para todo inteiro positivo menor que ou igual a n com n > 2. Observe que na
sequéncia de fracoes trocamos a, por 4, + ub”l e usando o resultado para n temos
n+
1 (ay + L)xp_1 + bp_q1x
By /A1 n—1An-2
= B
by (an + Tt Wn-1+by1Yyn—2
a +
ay +
by
a, +
Ap+1

Desenvolvendo

b, bx,l
mn+aﬁwm4+m_mwa (anXxn—1+by_1xn-2) + =" _ Bt X+ bpXa g X

n+l

b, buyn—
(an + m)ynfl + bnflyn—Z (@nYn—1+bp_1Yyn—2) + y 1 an+1yn +buYx_1 Yna

Antes de continuar vale a pena observar que ndo tornamos as fragoes irredutiveis e
dependendo das sequéncias a, e b, os nimeros x, e i, podem ter fatores em comum.

Podemos usar esse resultado no problema com b, = (2n — 1)? para todo inteiro positivo

1 1 1
n,ay=1ea, =2paran > 2. ProvaremospormdugaoqueZ”—1—3+5—7+ -+
n

1
(—1)”*1m. Paran =1 e n = 2 temos % =1=1e % = 2 =1— 1. Suponha que

para todo inteiro positivo menor que ou igual a n com n > 2 temos
Pno_q_ 1 1 1

1
s T4 (=?
0 T AR v

Isso implica
Pn _ pa1 (D"
Ll +
Gn -1 (2n—1)
Quenoslevaagqg, = 2n—1)g, 1 e py = Qn—Dpy 1 +(=1)""g,.1 < (@n-—

1)Pn 1—pn+( 1)HQn 1 (2”_1)1711 1=Pnt C 1),’1?71-

Pelo resultado provado no comeco da solugédo

punt _ 2pu+ @n = 1Ppuy _ 2pu+ @1 = Dipa+ G

Prar _ 2n+D)pn+(=1)"qn _ Pn + (="

Gn+1 (2n+1)g, gn 2n+1

Concluimos que

Pr g 11 1 1
=1 teo ot +(-1)

In+1 3 =1

2n+1'

Por inducéo, segue que % ¢ igual ao somatdrio alternado dos inversos dos n primeiros
n

impares para todo 7 inteiro positivo.
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Problema 3.10. (T) Dizemos que dois niimeros irracionais « e 5 sdo GLy(Z)-equivalentes
ax+b

ca+d

se existem inteiros a,b,c,d com |ad — bc|= 1 tais que =

Mostre que, se as fragbes continuas de « e p sdo « = [ag;a1,a2,...1e B =[bo;b1,b2,...]
entdo « e B sdo GLy(Z)-equivalentes se, e somente se, existem r € Z e ng € IN tais que

by = ayy, VY > no.

Solucdo
Suponha que existem r € Z e ng € IN tais que b, = a,4,, Vi > ng. Entdo podemos
escrever « = [ap; a1,a2, ..., &ner] € B =[bo;b1,b2, ..., Bry] € Xnysr = Br,- Pela Teoria de

Fracoes Continuas temos

Xng+rPrg+r—1 T Pung+r—2 Prno+r—2 — qng+r—2&
= <—> (XTZ()-H’—Z =
Kng+rng+r—1 T Gno+r—2 Ang+r—1& — Png+r—1

114

E, analogamente, temos

‘B _ rnon - Snng,B
n— - 5 .
Sﬂo—lﬁ - ri’l(]—l

Temos ay,+r = B, implicando

p?’lg+7’—2 - qﬂ0+7’—2“ _ ero—Z - S?’lg—Zﬁ

Ang+r—1& — Png+r—1 Snoflﬁ — T'ng—1

Por simplicidade, podemos escrever

A—Bx E—FB
Ca—D GB—H

<= AGPB - BGap — AH+BHa = CEx — CFap — DE+ DFp

E separando todas as parcelas com p temos

«(CE — BH)+(AH — DE)
a«(CF — BG)+ (AG — DF)

B(AG — DF)+ Bu(CF — BG) = a(CE — BH)+(AH — DE) < B =
Resta verificar se |ad — bc|=1 que nesse caso seria
|(CE — BH)(AG — DF) — (AH — DE)(CF — BG)|=

|CEAG — CEDF — BHAG + BHDF — (AHCF — AHBG — DECF + DEBG))|
=|AC — BD|-|EG — HF|=1
No tltimo passo usamos que | Pr+r—2Gng+r—1 — Prg+r—1Gng+r—2]= 1 € [Frg—25ny—1 — Fng—15ny—2|=
1 pelas recorréncias que geram as fragdes continuas.

Para a volta, suponha que

an+b
ﬁ—m,ad—bc—il
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Suponha de generalidade que ca +d > 0. Podemos fazer isso, pois caso seja negativo

podemos multiplicar numerador e denominador por —1. Se

Pk—1%k + Pk—2
«=lag;ay, ..., a1, 0] = —————
Qk—1%k + k-2

Podemos substituir essa expressdo de « na equacdo do j e obter

‘3_ Pap + R
B QDCk+S

Onde P = apy_1+bgi_1, Q = apx2+bgx_2, R = cpy_1+dqr1 € S = cpx_p +dgy_o.
Observe que
PS — QR = (ad — be)(px-1qk—2 — Prk—2qk—1) = £1
Veja que podemos tomar indices k o suficientemente grande temos

1

2 v
Ti—1

1

2
Ti—2

_ Pr—1
k-1

_ Pr—2
k-2

4 14 <

. . /
Existem € e €’ tais que py_1 = qx_1a + qk%’ Prk—2 = Jk_20& + qu’ le|< 1ele’|< 1. Isso
nos leva a

Q= (ca+d)g_1+ qce

ce'

S=(ca+d)gp_o+ p

Sabendo que ca +d > 0, gx—1 > qx—2 € g» — o quando n — oo, podemos tomar

k suficientemente grande de modo que Q > S > 0. Para esse k teremos 3 = g";’;f;,

PS—QR=4+1eQ>S>0.

Provaremos que isso é suficiente para % e 5 sdo reduzidas consecutivas de 3. Veja

que

Pay+R P ’PQak+QR—PQo¢k—PS' 1

P
‘ﬁ_Q‘_ Qu+S Q| Q(Quy +9) " Q2+ QS

Se para algum a; suficientemente grande tivermos & > 2 entfo ‘,B — 5‘ < 2—(122 e pelo
Teorema 3.18 temos que 5 ¢ uma reduzida de B. Seja * essa reduzida. Isto nos diz
que P =ry e Q = sy, pois as duas fragdes tem o mesmo valor e sdo irredutiveis.

Caso contrdrio, teremos 1 < w; < 2 para todo k grande. Mas isso isso implica ay = 1+2\/§ ,

pois a, = 1 para todo n > ny. Veja que os denominadores das fracoes continuas seguem
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a recorréncia 42 = Gm+1 + gm- Nesse caso, podemos resolver a recorréncia e obter que

Z: L= 1“[ . Veja que

Q (ca + d)gp—q + ==

S (coc +d)gp_o + &

le

‘1k2

que para g1 e qk » suficientemente grandes é muito préximo de 1*—\/5. Podemos

aproximar S por - f Com isso, Q% + QS pode ser tio préximo de Q*(ay + - ) quanto

necessdrio e aj + [%k = 1%@ + @ = % = /5 > 2. Entdo, como no caso anterior,

também podemos encontrar
B-2| - <5
Ql  Qu+QS = 2Q?

Novamente, concluimos que P =1, e Q = sy.

Temos mais dois casos. Se a equacao estd com mesmo sinal.
PS — QR =TwSw—1 — Tw—15w <~ rw(s - Sw—l) = Sw(R - rw—l)

Mas Q = sy | 7w(S — Sp—1). Porém, mdc(sy, r) =1, Q =5 > S > 0 e sy > Sy

implicando S = s,,_1 €, com isso, R = r,,_1.

Vamos provar que se as expressdes possuem sinais opostos chegamos em uma contra-
dicao.
PS — QR = —ry54p-1 +Ty-150 <= Tw(S+5w-1) = Sw(R+71yp_1)
Nesse caso, Sy | S+54y-1€0 < S+5y-1 <25y =S=8y —Sy_1€R=ry—1y_1. Além
dessa equacdo podemos comparar as duas expressoes para f.

rwly + R _ TwBwil + Tw—1
Swiky + S Swﬁwﬂ +Sw—1

Multiplicando cruzado

rwswlxk,BwH + TwSw—1& + stﬁwﬂ + Rsy—1 = rwswlxkﬁwﬂ + Tw—1Swik + rwsﬁwﬂ +7p-15
> (TwSw—-1 — Tw—15w)&k + (Rsyy — 14 S)Bw + 1+ (Rsyy—1 — 1p—15) =0

Usando S = s, — Sypy—1 € R =7y — 71 temos
Rsy — 10S = (rw — rw—1)5w — rw(Sw — Sw—1) = wSw—1 — Fw—15w

st—l - rw—lS = (rw - rw—l)sw—l - rw—l(sw - Sw—l) =TwSw—1 — Tw—15w



FRAGCOES CONTINUAS

Ora, mas se todos os coeficientes sdo iguais e sdo (—1)" # 0, entdo ay + Byp+1 +1 = 0.

Note que isso € impossivel, pois por construgdo ay > 1 e By > 1.

Concluimos que P =714, R=714_1, Q =5y, S=54_1 €

Tl +Tw-1 _ TwPuwrl +Tw-1
Swli +Sw-1  SwPuw+l +Sw-1

que fazendo o produto cruzado e os cancelamentos implicam
(TwSw—1 — Tw—15w)&k + (Tw—15w — szwfl),Bw +1=0 <= a = ,Bw+1~

Portanto, as fragoes continuas de « e  coincidem a partir de algum termo.
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EQUACOES DIOFANTINAS NAO LINEARES

4.1 TEOREMA DE PITAGORAS E TRIPLAS PITAGORICAS

Problema 4.1. (A) Determine todos os tridngulos retdngulos com lados inteiros e um de

seus catetos com comprimento igual a
a) 60
b) 825

Solucao

a) Temos que encontrar inteiros positivos b e c tais que
602 +b? = ? <= 3600=2*-32.52=(c—b)(c+Db)

Os dois numeros possuem a mesma paridade e precisam ser pares ja que o produto
é par. Temos 5% - 2 =900 e c — b < ¢ +b. Como d(900) = 2+ 1)(2+1)(2+1) =27
entdo teremos os 13 casos e solugdes a seguir.
c—b=2ec+b=1800=b=899 ec=901
c—b=4ec+b=900=0b=448 e c =452
c—b=6ec+b=600=b=297ec=2303
c—b=8ec+b=450=b=221ec =229
c—b=10ec+b=360=b=175ec =185
c—b=12ec+b=300=b=144ec =156
c—b=18ec+b=200=b=91ec=109
c—b=20ec+b=180=b=80ec=100
c—b=24ec+b=150=b=63ec=87
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b)

c—b=30ec+b=120=b=45ec=75
c—b=36ec+b=100=b=32ec=68
c—b=40ec+b=90=b=25ec=65
c—b=50ec+b=72=b=11ec=61

Temos que encontrar inteiros positivos b e ¢ tais que
8252 + b? = ¢* <= 680625 =3%-5%.11%2 = (c — b)(c — b)

Os dois numeros possuem a mesma paridade e precisam ser impares ja que o pro-
duto é impar. Comoc —b < c+b e d(825%) = 2+1)(4+1)(2+1) = 45 teremos os
seguintes 22 casos e solucoes.
c—b=1lec+b=0680625= b =340312 e c = 340313
c—b=3ec+b=226875= b =113436 e c = 113439
c—b=5ec+b=136125= b = 68060 e c = 68065
c—b=9ec+b="75625= b =237808 e c = 37817
c—b=11ec+b=061875= b =30932 e c = 30943
c—b=15ec+b=45375= b =22680 e c = 22695
c—b=25ec+b=27225= b=13600 e c = 13625
c—b=33ec+b=20625= b=10296 e c = 10329
c—b=45ec+b=15125= b =7540 e c = 7585
c—b=55ec+b=12375= b =6160 e c = 6215
c—b=75ec+b=9075= b=4500 e c =4575
c—b=99ec+b=6875= b=23388 e c=3487
c—b=121ec+b=5625=b=2752 e c=2873
c—b=125ec+b=>5445 = b =2660 e c = 2785
c—b=165ec+b=4125=b=1980e c = 2145
c—b=225ec+b=3025=b=1400e c = 1625
c—b=275ec+b=2475= b=1100 e c = 1375
c—b=363ec+b=1875=0b=756ec=1119
c—b=375ec+b=1815=0b=720e c=1095
c—b=49%ec+b=1375=b=440e c =935
c—b=605ec+b=1125= b =260 e c =865
c—b=625ec+b=1089 = b =232 ec =857

Problema 4.2. (A) Determine todos os tridngulos retdngulos com lados inteiros e hipote-

nusa de comprimento 105.



4.1 TEOREMA DE PITAGORAS E TRIPLAS PITAGORICAS

Solucao

Suponha que a e b sdo os catetos com a < b. Entdo a® + b> = 105% implicando
b? < 105> < 2b2 e 75 < b < 104. Apds limitar devemos testar para quais desse
valores de b o niimero 105? — b?> é quadrado perfeito. Temos apenas uma solucéo
1052 — 842 = 632 = (63, 84, 105).

Outra forma de resolver seria usar que 105 =3-5-7 como 3 e 7 sdo primos da forma
4k +3 temos 3 | a®> +b* = 3 | a e 3 | b e analogamente para 7. Isso permite concluir que
21| ae2l |bea?+b? =105 < (£)*+(%)? =5 e é bem f4cil testar que a tnica
solucao com hipotenusa 5 é com catetos 3 e 4. Considerando a < b a nica solucéo é
a=21-3=63eb=21-4=84.

Problema 4.3. (OI)

a) Mostre que o quadrado de um ntimero impar sempre deixa resto 1 quando dividido por
8.

b) Existe algum tridngulo retdngulo com lados inteiros e catetos impares?

Solucao

a) Seja n =2k +1 um numero impar qualquer. Veja que
n?=Qk+1)? =4k> +4k+1 = 4k(k+1) + 1

Como k e k+ 1 sdo nimeros consecutivos um deles é par e 2 | k(k+1) = 8 |
4k(k +1) = (2k + 1)? deixa restos 1 na divisio por 8.

b) Néo. Suponha que exista um tridngulo retdngulo com catetos a e b impares e
hipotenusa de comprimento c inteiro. Como a® e b? sdo impares c> é par e ¢ tem
que ser par. Se ¢ = 2m entdo ¢?> = 4m?> = 0 ou 4 (mod 8). Por outro lado, usando o

resultado do item anterior
F=a*+P¥=1+1=2 (mod 8)

Como n#o existe ¢ inteiro tal que ¢ = 2 (mod 8) concluimos que tal tridngulo ndo

existe.

Problema 4.4. (OI) Observem que usando o tridngulo retdngulo (1,1, V2), é possivel
construir \/2 com régua e compasso. Mostre que para todo inteiro positivo n, o niimero

\/n € construtivel com régua e compasso.
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Solucao
Provaremos por inducio. No enunciado ja temos /1 = 1 e v/2. Suponha que existe
uma forma de construir /. Seja AB o segmento de comprimento /7. Trace por B
uma perpendicular ao segmento AB e marque C de modo que BC tenha comprimento

1. Pelo Teorema de Pitagoras no tridngulo ABC temos
AC? = AB>+BC?=(Vn)?+12=n+1= AC=vVn+1.

Detalhando essa construgdo com régua e compasso considerando que temos segmento
de comprimento 1 como referéncia. Prolongue AB e com o compasso marque ponts E
e F na reta AB tais que BE = BF. Em seguida, com o compasso trace circunferéncia
de centros E e F e mesmo raio que é maior que BE. Ligando os dois pontos de
intersecdo dessas circunferéncias temos a mediatriz de EF que é perpendicular a AB
e passa em B, pois B é o ponto médio de EF. Para concluir usamos a abertura do
compasso no segmento de 1 para transferir essa medida para o ponto B e um ponto

dessa perpendicular chegando assim ao ponto C.

Problema 4.5. (OI) Existe algum tridngulo retangulo com lados inteiros e perimetro igual

a uma poténcia de 2?

Solucao
Néo. Vamos provar por contradicdo. Suponha que existe algum triangulo com tal
propriedade e tome aquele com menor perimetro e em caso de empate o que possua a

menor hipotenusa e o menor cateto. Sejaa < b < c os lados e a + b + ¢ = 2. Veja que a
b ¢
272
lados inteiros de um tridngulo retdngulo com perimetro 2f~1 < 2. J4 vimos também

e b ndo podem ser ambos pares, pois nesse caso c seria par e (3, 5, 5) também seriam

no problema 4.3 que a e b ndo podem ser ambos impares, entdo podemos concluir que

um deles é par, o outro impar e c impar. Veja que a® + b? = ¢?

e
a+b=2—¢c «— @@+b? =2 —0)? —= a?+2ab+b?> =22 2y 2 — 2ap = 2121 )

Isso implica que 25 | 2ab <= 2F | ab = 2¥ | a ou 2¥ | b, pois um deles é fmpar. Mas

isso implica 2 < a + b + ¢ = 2F que é uma contradicéo.

4.2 TRIANGULOS RETANGULOS DE PITAGORAS E PLATAO

Problema 4.6. (A) Existem triplas pitagdricas primitivas, tais que a diferenca entre a
hipotenusa e um cateto seja 3, 4, 5, 6, 7 ou 8? Caso haja em algum dos casos, determine a

férmula geral delas.



4.2 TRIANGULOS RETANGULOS DE PITAGORAS E PLATAO

Solucao
De acordo com o resultado que sera provado no problema 4.7 sabemos que se r néo é
quadrado perfeito impar ou duas vezes um quadrado perfeito entdo nao existe tripla
pitagdrica primitiva tal que a diferenca entre a hipotenusa e um dos catetos seja r. Resta
resolver apenas o caso r = 8. As triplas teriam que ser (a, b, b + 8). Vale lembrar que ndo

sabemos qual dos catetos é maior a ou b. Temos
> =(b+8)* —b*=16b+64 = 16 | a* =4 | a
entdo existe um k inteiro positivo tal que a = 4k e temos
16k* = 16b+64 < b=k —4

Temos c = b +8 = k? + 4 e k impar, pois a é par e mdc(a, b) = 1. Podemos escrever as
triplas pitagéricas primitivas na forma (a, b, c) = (4k, k> — 4, k? +4) com k inteiro positivo

impar e k > 3.

Problema 4.7. (A) Dado r natural, encontre a familia de todas as triplas pitagéricas

primitivas tais que a diferencga entre a hipotenusa e um cateto seja r.

Solucao

Considere a tripla (a, b, b + r). Veja que essa tripla é pitagorica se, e somente se,
2 =U+r)? -0 <= a®=rQb+r)

Se existe um primo p impar tal que seu expoente na fatoracdo de r é impar, ou

2k—-1 =11 42 = p | a. Seja a o expoente de p na

seja, p | r e p?* { r. Entdo p
fatoracfio de a. Temos p*~! | 4> = 2k — 1 < 2a = k < a. Concluimos que p* | a e
p?* | a®> =r(2b+71) = p | 2b+r = p | b. Porém, sé6 nos interessa triplas pitagéricas

primitivas e, nesse caso, ja obtemos que a e b teriam o fator b em comum.

Se 2 | r e 0 expoente de 2 na fatoraciio de r é par. Entdo 2% | r com k > 1 e 221 | .

Podemos escrever r = 2%y com rg impar e a® = r(2b +r) = 22+ 1rg(b + 2%~ 1ry) = 22+ |
a? entfio expoente de 2 na fatoracio de a* é pelo menos 2k + 1 e é par. Concluimos que
2242 | g2 = 2 | ro(b +2%~1rg) = 2 | b, pois ro impar e 2%~1ry é par. Veja que mais
uma vez chegamos que a4 e b ndo sdo primos entre si e ndo temos triplas pitagdricas
primeitivas (a, b, b +r).

Para os demais casos temos triplas pitdgoricas primitivas.

Se r é quadrado impar, entfio r = m? e temos

@2 = m2Qb + m?) — (%)2 = 2b + m?

199



200 EQUAGCOES DIOFANTINAS NAO LINEARES

~ ~ 2.2 2 2
Entdo 2b + m? tem que ser um quadrado n?. Temos solucdes (a, b, ¢) = (mn, 5", 4)
com m e n impares primos entre si.

Se r é duas vezes um quadrado, entdo r = 2m? e temos
a
a? =2m?Qb +2m?) <= (=—)? =b+m?
2m
Entfio b + m? tem que ser um quadrado #n2. Temos solucdes (a, b, c) = (2mn, n> — m?,n® +

m?) com n > m e m e n com paridades distintas e primos entre si.

Vale a pena é observar que nos dois casos sdo as mesmas triplas mudando apenas a
ordem. Na primeira forma seja M = 5™ e N = 5. Temos mn = (N + M)(N — M) =
N? — M?, ”2*2’”2 =2NM e ”ZE—’“Z = N2+ M2. A condicfio de n e m impares primos

entre si se torna N e M inteiros positivos primos entre si com paridades distintas, pois

N+ M =neN — M =m sdo impares que ndo possuem fatores em comum.

Problema 4.8. (A) Encontre todas as triplas pitagoricas tais que os lados estdo em

progressdo aritmeética.

Solucao
Suponha que (4, b, c) € uma tripla pitagdrica em progressao aritmética. Temos a + ¢ = 2b
e pelo Teorema de Pitagoras.

P=c®—a?=(c+a)c—a) < b=2c—a) = HTJFC=2(C—61) < a+c=4c—4a < 5a=3c

Como 5 | 3c e mdc(5,3) = 1 temos 5 | ¢ e ¢ = 5k para algum inteiro positivo k.

3k+5k
2

Substituindo nas equacoOes anteriores a =3k e b = = 4k. As triplas pitagéricas em

progressdo geométrica sdo (a, b, c¢) = (3k, 4k, 5k) para algum inteiro positivo k.

4.3 TRIPLAS PITAGORICAS PRIMITIVAS

Problema 4.9. (A) Determine todas as solugdes inteiras da equagdo 2x* +y? = z2.

Solucao
Faremos o caso em que mdc(y,z) = 1. Veja que se y e z possuem um divisor primo

fmpar em comum entdo p | 2x* = p | x e (, 7, 3) também seria solucdo. Se2 |y e

2| zentdo 2% | 22 — y? =2x> = 2| x e (}, §, §) também seria solu¢do da equacio.
Se x é fmpar y? +2 = z? (mod 8), mas y*> = 0,1 ou4 (mod 8) implica y*+2 = 2,3 ou 6

(mod 8) e nenhum é quadrado. Logo x é par e como y e z sdo primos entre si com y? — z2



4.3 TRIPLAS PITAGORICAS PRIMITIVAS

par podemos afirmar que sfo impares. Temos x = 2xg e 2x? = 22 —y? <= 8x% =
z

2 _ z27y  zHy =Y L EY o Y 2y -
(z—=y)(z+y). Temos 2x5 = =~ - »~. De 5>+ 5" =z, 5 — - =yemdc(y,z) = 1
podemos concluir que =¥ e % sdo dois numeros primos entre si de paridades distintas.

2 _ 2y

Z—y 7 ~ _ Z+y . . .
Se =~ € par, entdo xj = —;* - -~ e podemos conluir que existem quandos perfeitos

primos entre m?

e n? tais que ~;% = m? e =¥ = n. Que nos d4 o conjunto de solugdes
(x,v,2) = @mn, n> — 2m?,n? + 2m?) com n* > 2m>.
Se =¥ é par, entdo, seguindo a mesma ideia do caso anterior, x3 = =¥ - =¥ e podemos

2

conluir que existem quandos perfeitos primos entre 2 e n? tais que - = m? e =

Que nos d4 o conjunto de solugbes (x,y, z) = (2mn, 2n*> — m?,2n® + m?) com 2n? > m?.

Problema 4.10. (OI) Existe algum tridngulo retdngulo com lados inteiros e perimetro

2pF com p um niimero primo e k inteiro?

Solucéo
Néo. Provaremos por contradicdo. Suponha que existe um tridngulo retdngulo com
lados inteiros e perimetro 2p*. Usando a férmula para triplas pitagéricas (a,b,c) =
(dQRuv), d(u> — v?), d(u* + v?)), com u > v > 0 e d inteiro positivo. Se o perimetro é
2pF entdo a+b+c = 2pF <= 2duv +2du* = 2pF <= du(u+v) = p*. Como p ¢é
primo, temos d = p*, u = p¥ e u+v = p* para inteiros ndo negativos x, y e z tais que
x+y+z=k Vejaqueu+v>u <= p*>p¥ < z>y <= z—y > 0. Masisso

2

implica que v > pY(2 — 1) = p¥ = u e u?> — v?> < 0. Isso gera contradicfo, pois cada lado

teria que ser inteiro positivo.

Problema 4.11. (A) Determine todos os tridngulos retdngulos com lados inteiros e peri-
metro 120.

Solucao
Usando a férmula para triplas pitagdricas (a, b, ¢) = (dQuv), d(u* — v?), d(u? + v?)), com

2 .2

u > v > 0, d inteiro positivo e a tripla (2uv, u> — v?, u> + v?) é uma tripla pitagérica

primitiva. Pelo perimetro
a+b+c=120 < 2du(u+0v) =120 < du(u+v)=60= u(u+0)| 60

Entdo precisamos de dois divisores de 60 para ser u e u + v lembrando que u < u+v <
2u. Veja que u?> < du(u+v) = 60 = u < 8. Os divisores de 60 até 7 sdo 1, 2, 3,
4,5e 6. Se u = 1 ndo tem outro divisor menor que 2-1 = 2. Se u = 2 temos
2<u+v<4=u+v=3.Comu=2ev=1temos a tripla (4,3,5) que com d = 10 nos
da a solucdo (40,30,50). Seu =3,entdou+v=4 <= v=1ouu+v=5 <= v=2.

Y _ 2
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Se v = 1 entdo a tripla com u e v ndo é primitiva ja que todos os termos seriam pares.
Se v = 2 temos a tripla (12,5, 13) que com d = 4 fornece a solucao (48,20,52). Se u = 4
temosu+v=5 <= v=1ouu+v=6 <= v=2.Sev=1temos a tripla (15, 8,17)
que juntamente com d = 3 gera a solucdo (45,24,51). Se v = 2 os trés niimeros sdo
pares e a tripla ndo com u e v é primitiva. Se u = 5, entdo u +v = 6, pois € o unico
divisor de 65—0 = 12 menor que 10. Mas com u =5 e v = 1 a tripla com u e v ndo é
primitiva. Se u = 6 entdo u + v = 10 é o tnico divisor de % = 10 menor que 12. Mas,
mais uma vez, com u = 6 e v = 4 a tripla com u e v ndo é primitiva.

Concluimos que os triangulos retangulos de perimetro 120 possuem lados (40, 30, 50),
(48,20,52) ou (45,24,51).

4.4 TRIANGULOS PITAGORICOS E O METODO GEOMETRICO

Problema 4.12. (A) Determine todas as solugdes inteiras da equacdo a> + 3b* = 13c2.

Solucao
2
Dividindo por ¢? temos (%)2 +3 (%) = 13 e queremos solucdes racionais da equacio
de elipse x? + 3y? = 13. Podemos usar a solucfio (—1, —2) para achar as outras solugdes.
c’c

Seja 7} a inclinacdo da reta que passa por <ﬂ @) e(—1,-2). Aretaédy—(-2) =

Bx —(—1)) <= y="x+"2" Temos que resolver o sistema

x?+3y? =13

m—2n

m
Yy=5x+t "

Substituindo

2 m_om—2n\?
B=x"+3(—x+
n n

0= <n2+3m2> W <m(m;2n)) e <3m2—12;nn—n2>
n n n

216 m(m — 2n) - 3m? — 12mn — n? _0
n2 +3m2 n? +3m?2 B
Como um dos pontos é (—1,—2) temos uma solu¢do x; = —1 e a outra pode ser

encontrada por soma e produto das raizes

a n% +12mn — 3m>
—_ = x2 =
c n? + 3m?2

E com isso podemos achar o y = % correspondente

b m (n?+12mn — 3m? +m—2n_6m2+2mn—2n2
n2 + 3m? n n2 + 3m?

C n



4.4 TRIANGULOS PITAGORICOS E O METODO GEOMETRICO

Podemos concluir que as solugdes sdo da forma

a= S(n2 +12mn —3m?), b= §(6m2 +2mn—2n%) e c= g(n2 +3m?)

Onde d = mdc(n? + 12mn — 3m?, 6m? + 2mn — 2n?, n® + 3m?).

Problema 4.13. (OI) Mostre que a equagdo x> +y> = 6z* ndo possui solugdes inteiras

positivas.

Dica: Mostre que o quadrado de todo impar deixa resto 1 quando dividido por 8, assim

os quadrados quando divididos por 8 somente podem deixar resto 0, 1 ou 4.

Solucéao

Provaremos por contradicdo. Suponha que a equacdo possui solucdo e considere a
solucéo (x,y,z) que possui o menor z possivel. Casa exista mais de uma tripla com esse
z minimo tome qualquer uma delas.

Veja que qualquer inteiro n é congruente a 0, 1 ou 2 médulo 3 e n*> = 0%,12 ou 22
(mod 3) implicando n? = 0 ou 1 (mod 3). Logo, se x> +y* = 622 entdo 3 | x> +y*> =
3| xe3|yeexistem xg e y tais que x = 3xg e y = 3yo. Porém, x> +1? = 622 —
9x3 +9y3 = 62> <= 3(x3+y3) =222 = 3| 22> = 3 | z e existe um inteiro positivo zg

tal que z = 3zp, mas com isso
P +y? =622 = x5+ Y5 = 625

Porém, essa solugdo (x, Yo, zp) possui um z menor que o minimo possivel e isso gera
contradigao.

Portanto néo existem solugdes inteiras positivas.

Problema 4.14. (OI) Demonstre que a equagdo x> + y* = 3z% ndo tem solugdes inteiras

positivas.

Solucéo
Como no problema anterior podemos supor que tem solucdo e tomar a solu¢do com
o menor z possivel (x,y,z). Isso implicaria que (xo,yo,z0) = (5, %, %) também seria
solugéo com zg = § < z gerando contradigéo.

Concluimos que nédo tem solugdes inteiras positivas.

Problema 4.15. (A) Encontre todas as solugdes inteiras da equagdo x* + y> = 5z2.
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Solucao
Pelo método geométrico temos

x2+y2 =572 — (§)2+ (g)z =5

Queremos pontos racionais na circunferéncia x*> + y> = 5. Temos o ponto (—1,—2)

e podemos tomar a reta de inclinacdo 7 que passa por (—1,-2) e (3, %). Temos

m—2n

y—(=2)="(x—(-1) &= y="Tx+"""
Precisamos resolver o seguinte sistema de equacdes

x2+y2=5

_m m—2n
y—nx+ a

Substituindo o y temos

—m\?
x2+(r:x+mn> =5

m>+n?\ , (2m(m—2n) m? — 4mn — n?
—— | X"+ 5 X+ 5 =0
n n n
5 [ 2m(m —2n) m? — dmn — n?
X 2.2 2,2 =0
m>+n m?+n
Uma das solucdes é x; = —1 e a outra pode ser encontrada por soma e produto das
raizes.

x n? +4mn — m?
—_ = xz =
z m? + n?

Substituindo na equagdo da reta podemos encontrar y, = % correspondente.

=1y =—
z Y n

y m (1 +4mn —
m? + n?

m2 m—2n
+
n

Yy 2m?+2mn — 2n?
z m? + n?

As solugdes sdo

X = fl(n2 +4mn — m?), y= S(Zm2 +2mn—2n%) e z= Z(m2 +n?)

Onde d = mdc(n? + 4mn — m?,2m? + 2mn — 2n?, m? + n?).



4.4 TRIANGULOS PITAGORICOS E O METODO GEOMETRICO

Problema 4.16. (A) Um bloco retangular é chamado Bloco de Euler se o comprimento de
seus lados € inteiro e o comprimento das diagonais em cada face é inteira. Um bloco de
Euler é chamado primitivo se o mdc dos comprimentos dos lados é 1. Mostre que um bloco
com medidas 44, 117 e 240 é um bloco de Euler.

Solucao

Seja a, b e ¢ os comprimentos das arestas do bloco. Pelo Teorema de Pitdgoras em

cada face as diagonais medem Va2 + b2, Vb2 + 2 e Va2 + c2. E um Bloco de Euler se, e
somente se, esses trés valores sdo inteiros positivos.
Para (a,b, c) = (44,117,240) temos

V442 +1172 =125, V1172+2402 =267 e V44242402 =244.

Portanto, esse um bloco com essas medidas é um Bloco de Euler.

Problema 4.17. (A) Mostre que se um bloco com medidas a, b e ¢ é de Euler, entdo um

bloco com medidas (bc, ab, ac) é de Euler.

Solucao

Veja que

V(b2 + (ab)2 = bV 2 + a2,

V(ab)? + (ac)? = aV'b? + 2,

V(be)? + (ac)? = Vb2 + a2,

Se (a,b, ¢) é um Bloco de Euler, entdo v/c2 + a2, Vb2 + c2 e v/b2 + a2 sdo inteiros positivos.
Se esses trés valores sdo inteiros positivos, entdo os trés valores calculados acima

também sdo e o bloco retangular com medidas (bc, ab, ca) também é um Bloco de Euler.
Problema 4.18. (A) Encontre um bloco de Euler cuja aresta de menor comprimento ¢ 85.

Solucao

Considere as arestas com medidas 85, 132 e 720. Veja que
V852 +1322 =157, V1322+7202=732 e V852+7202%=725.

Como todas as diagonais do bloco de arestas (85, 132, 720) sdo inteiros podemos concluir

que esse é um Bloco de Euler.

Problema 4.19. (A) Mostre que existem infinitos blocos de Euler primitivos .

Obs.: E um problema aberto a existéncia de um bloco de Euler com diagonal inteira.
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Solucao
Uma forma de gerar infinitos Blocos de Euler € a partir de uma tripla pitagorica primitiva
(x,v,z), com x? +y? = z2, gerar a tripla (a, b, c) com

a=x[4y* — 22|, b=yl4x* -2} e c=4xyz

Veja que
a?+ b = Jc2(16y4 — 8y2z2 +zh + y2(16x4 —8x?2% +2%) = 2° = (2%)?,

a?+c% = Jc2(16y4 - 8y222 +2z4) + 16x2yzz2 = Jc2(16y4 + 8y222 +zh = (x(4y + 2))?,

b+ = y2(16x4 — 8222 +zh + 16xzy2.z2 = y2(16x4 +8x222 + 2% = (y(4x + 2))%.
Vamos provar que esse bloco € primitivo. Suponha que existe um fator primo p que
divide a,bec. Como p |ctemosp |4, p | x,p|youp |z
Se p | 4 entdo p = 2. Porém na tripla pitagdrica primitiva dois termos sdo impares e
um € par. Suponha sem perda de generalidade que x € par e y e z sdo impares. Dai
b = y|4x* — 22| é impar e 2 | b. Veja que de modo geral fica provado que 2 néo divide
pelo menos um dos termos.
Sep|xentdode p |4yx> e p | btemos p | yz> = p | y ou p | z. Mas isso é uma
contradicdo, pois mdc(x, y) = mde(x, z) = 1.
Se p | y é andlogo ao caso anterior.
Sep|zentdode p | xz2 e p | a temos p | 4xy>. J4 vimos que 2 ndo divide os trés
termos. Resta p | xy? implicando p | x ou p | y. Isso novamente é uma contradicéo,
pois mdc(z, x) = mdc(z, y) = 1.
Logo ndo existe fator primo comum aos trés numeros e mdc(a, b, c) = 1. Como existem

infinitas triplas pitagdricas primitivas, existem infinitos Blocos de Euler primitivos.

4.5 TRIANGULOS COM LADOS INTEIROS E ANGULOS EM PROGRESSAO ARITME-
TICA

Problema 4.20. (A) Mostre que ndo existem tridngulos com lados inteiros de tal forma

que um de seus dngulos seja 30°, 45° ou 72°.

Solucao
Veja que se 0 é um angulo de um triangulo com coordenadas inteiras entdo cos6 é
racional, pois se os lados sdo a, b e c com ¢ oposto a 6 por Lei dos Cossenos temos
a? +b> —c?

cosf = 50



4.5 TRIANGULOS COM LADOS INTEIROS E ANGULOS EM PROGRESSAO ARITMETICA

Sabe-se que cos30° = ?, cos45° = % e cos72° = @ sdo todos irracionais e,

portanto, ndo existem tridngulos com lados inteiros formando algum desses angulos.

Problema 4.21. (A) Encontre todos os tridngulos com lados inteiros e com um dngulo «
2
5

tal que cosw =

Solucao
Desejamos encontrar triplas de inteiros positivos (a, b, c) que satisfazem
4ab
¢ =a*+b* —2abcosa = a* + b* — -
Veja que dessa igualdade j4 vale a desigualdade triangular, pois ¢? = a2 + b2 — % implica
(a—b? <c*<(@+bh)? < |la—b|l<c<a+bh.

Sendo (x,y) = (%, %) desejamos encontrar as solugoes racionais de

Usando o método geométrico de resolucdo podemos tomar a reta de inclinacdo que
passa pelo ponto (0, —1) e possui inclinacdo . Podemos substituir a equacéo da reta

y = 7'x — 1 na equagéo de grau 2.

1:x2+(m _1>2_4x(’;‘x—1)

n 5
m>  4m\ , [—2m 4
<:>0—<1+nz—5n)x +( . +5>x

<= 0= (5n%+5m® — dmn)x* + (n(—10m + 4n))x

Estamos interessados na solucéo x # 0 que € a razdo ¢ procurada

x_g 3 10mn — 4n?
¢ 5n2+5m2—4mn

E substituindo na equacdo da reta

b 10m*—4mn 5(m*—n?)
¢ 5n2+5m? —4mn "~ 5n2 +5m2 — dmn

Concluimos que os lados de tridngulos com lados inteiros e angulo a sdo
a=2kn(5m —2n), b=>5k(m*—n? e c=k(n®+5m*—4mn),
com k inteiro positivo e m > n, ou
a=2kn2n —5m), b=>5kn*—m? e c=k(5n®+5m*—4mn),

com k inteiro positivo e n > 2.
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Problema 4.22. (OI) Seja 0 < a < 180°, tal que cos« € um ntimero racional. Mostre
que existem infinitos tridngulos ndo semelhantes e com lados inteiros tais que um de seus

angulos mede «.

Solucao
Seja cosa = S com g > 0, p inteiro e mdc(p,q) = 1. Temos que resolver a equagéo

diofantina
2pab

q
Veja que a desigualdade triangular segue dessa equacdo, pois —1 < cosa = % <le

A =a’+b*—

temos (a — b)? < ¢> < (a+b)?> <= |a—b|<c<a+b.
Usando o método geométrico de resolu¢do podemos considerar a reta com inclinagéo 7'
que corta a curva de equacio 1 = x2 + > — 2%% nos pontos (0, —1) e (%, %) Podemos

escrever a reta como y = 7 x — 1 e substituir na equagéo da curva

2px(Zx —1
1:x2+(mx_1)2_M
n q
2 —
= O=(1+m—2+2p—m)x2+(ﬂ+2—p)x
n qn n q

gn® +qm? — 2pmn
qn?

n(—2qm +2pn)
qn’

)%+ (

— 0=(

)x

Queremos a solugéo x = £ # 0 e temos

‘e a_ n(2qgm — 2pn)
¢ gn?+qm?—2pmn

E podemos determinar o y correspondente usando a equagdo da reta

m_ n2qm —2pn) 1 q(m? — n?)
nqn2+qm?—2pmn ~ qn?+qm? — 2pmn

Entdo podemos gerar infinitas solugoes (a, b, c) para lados de tridngulos ndo semelhantes

com
a =n(2qm — 2pn),
b= Q(mz - nZ)/
e
c= qnz + qm2 — 2pmn,
com m > n.

Para provar que existem infinitos ndo semelhantes entre si podemos observar todos
gerados por n = 1. Veja que

a_a qm—p _ qm’ —p
b v m2—1 (m)?2—-1




4.6 OUTRA RELAGAO DE ANGULOS

Multiplicando cruzado é equivalente a

2

gm(m)? — qm — p(m')* = qm*m’ —qm’ — pm?® <= (m —m")(gmm' +q— p(m+m')) =0

Para m e m' suficientemente grandes gmm’ +g — p(m+m') > 0em =m'.

4.6 OUTRA RELAGAO DE ANGULOS

Problema 4.23. (A) Determine todos os tridngulos A ABC com lados inteiros, /A =2/B
e ¢ = 40.

Solucao
Pelo resultado do problema 4.24 a seguir o nimero de triplas é

d(E)H -1 d100) -1  @2+1)Q2+1)—1 _4
2 2z 2 l

Elas vem de considerar s | 40 com s livre de quadrados. Os possiveis s sdo s =1, 2, 5 ou

10. Faremos os casos.

1. Se s = 1 entdo 2 = 40 e temos (f — k,t + k) = (2,20) ou (4,10) que implica

S

(t, k) =(11,9) ou (7, 3).
2. Se s =2 entdo % =20 e temos (t — k, t + k) = (2,10) que implica (¢, k) = (6, 4).
3. Ses =5entdo 45—0 =8 e temos (t — k, t + k) = (2,4) que implica (t,k) = (3,1).

4. Se s =10 entdo 45—0 = 4 sendo os dois pares seriam (t — k, t +k) = (2,2) queda k=0

e ndo gera triangulo.
As triplas sdo (a, b, c) = (skt, k?s, (> — k?)s) e substituindo as triplas sio

(99,81, 40), (21,9, 40), (48, 32, 40) e (15, 5, 40).

Pela desigualdade triangular, apenas (99, 81, 40) e (48, 32,40) sdo lados possiveis de um

triangulo.

Problema 4.24. (A) Encontre uma férmula para o niimero de tridngulos ANABC com
lados inteiros, /A = 2/B e lado ¢ um inteiro dado (esta formula deve depender do niimero

de divisores de c).

Solucdo
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Tracamos a bissetriz AD do dngulo /BAC com D sobre BC. Temos % =/DAB =
/DBA = /B. Isso implica que DA =DBe /CDA =/DAB+ /DBA = 2/B. Esta ultima
nos leva a semelhanca de tridangulos entre ACDA e ACAB. Se AD = DB = x temos
CD=a—xe*="=02x Temosx:%e%:# = VP =a’>—bc &= a*=
b(b+c).

Veja que para qualquer numero inteiro positivo podemos escrever n de maneira tnica
como k?s com s livre de quadrados. Paran = 1 temos 1 = 12 -1 e para n > 2 0 nimero s
¢é produtos dos fatores primos de n com expoente impar. Qualquer outro s implicaria
que s ndo ¢ livre de quadrados ou que % néo ¢ quadrado perfeito. Assim, podemos
escrever b = k?s e b+ ¢ = t%s, pois caso contrario b(b + ¢) ndo seria quadrado perfeito.
Dai temos que resolver c = s(t> — k?) = s(t — k)(t + k).

Faremos dois casos

(i) Se c é impar. Considere a fatoracdo em primos ¢ = pj'py>... pu".

Como s é o

produto de alguns primos de c existem 2™ valores possiveis para s. Vamos olhar

para formas de fatorar ; como produto de numeros t —k < t+k de mesma
. ~ L d(S)

paridade. Se ¢ ndo quadrado isso é =,

de ntimeros impares com todos os divisores de ¢ com produto ¢. O nimero ¢

pois é possivel fazer parzinhos ordenados

é um quadrado para um valor de s, exatamente o produto dos fatores primos
com expoente impar na fatoragdo de ¢, e nesse caso temos d(gzﬁ_ Portanto,
o numero de soluc¢des € —1+} . i2t %E) Se p1 | s a contribuicdo de x; nos
somatorios serd x; —1+1 = x1 e se p; 1 s entdo serd x; + 1. Variando sobre

todas as somas teremos x151 + (x1 + 1)S; = (2x1 + 1)S1. O nuimero de solucdes €é
(2x1+1)2x2+1)...Qxp+1)—1 _ d(c?)—1
2 =T 2 -

(ii) Se c é par. O processo é muito similar, mas devemos adicionar o fato de t — k e
t + k terem a mesma paridade. Isso significa que ou ambos d e % possuem fator 2

ou nenhum deles. Se ¢ = 2¢y com ¢( impar, entdo obrigatoriamente 2 | s e temos

d(cg)—1 _ d(5)»)-1
2 - 2

a solucdo para co: . Se ¢ = 2%cy entdo s ndo pode tomar os dois

fatores 2 entdo precisamos colocad-los em t — k e t + k e novamente o ntimero de
solucdo é o mesmo da parte impar cy: d(c(z’zﬁ. Se ¢ = 2kcy com ¢( impar e k > 3.
Quando 2 1 s temos k — 1 maneiras de escolher os fatores 2 a saber « fatores 2
nodcoma=1,2,...,k—1. Se 2 | s entdo temos k — 2 maneiras de escolher os
fatores 2. Entfio nesse caso a contribuicdo de 2* serd k — 1 ou k — 2 e no somatdrio

2k — 1. Tomando a fatoragdo em primos ¢ = 25p7' p3* ... pyr'

é (2k—3)(2x1+12)...(

o numero de solucdes

ey
2Zin*D=1 De maneira geral para k > 2 temos Mz)l.




4.7 CONTANDO TRIANGULOS PITAGORICOS COM UM CATETO DADO

Vale ressaltar que essa é a quantidade de triplas de inteiros positivos (a,b,c) =
(skt, k?s, (t*> — k?)s), mas elas devem ser testadas na desigualdade tridngular para deter-

minar se realmente formam tridngulo.

4.7 CONTANDO TRIANGULOS PITAGORICOS COM UM CATETO DADO

Problema 4.25. (A) Determine o numero de tridngulos pitagoricos com um cateto de
comprimento 60. Observe que existem exatamente 4 triplas pitagdricas primitivas em que

um dos catetos vale 60.

Solucao

Conforme fizemos no problema 4.1 sdo 13 tridangulos.

Problema 4.26. (A) Quantos tridngulos pitagéricos tém 2 x 3% como um de seus catetos?

Solucao
Pelo Teorema de Pitagoras, a tripla (2 - 35, b, c) de inteiros sdo os lados de um tridngulo
retangulo se, e somente se,

232 =c - =(c—b)(c+b) — 3% = (C;b> (C;b>

Vale ressaltar que ¢ — b e ¢ + b possuem a mesma paridade e como o resultado é par os
dois precisam ser pares. Sendo 3 primo, o produto de nimeros sé pode ser poténcia

de 3 quando cada um é poténcia de 3. Lembrando que % < # temos % =3%e

% =3Y com x +y = 2k e x < y. Existem exatamente k solugoes <%, C#’) = (3%, 3%X)
comx=0,1,...,k—1.

Portanto, existem k tridngulos pitagéricos com um dos catetos igual a 2 x 3.

Problema 4.27. (A) Quantos tridngulos pitagdricos tém 35! como um de seus catetos?

Solucao
Novamente, pelo Teorema de Pit4goras, a tripla (35!, b, c) de inteiros sdo os lados de

um tridngulo retadngulo se, e somente se,
@52 = -1 =(c—b)(c+b) = 3% .57 =(c—D)(c+D).

Como o resultado é impar os nimeros ¢ — b e ¢ + b sdo ambos impares e nido nos

preocupamos com paridade.
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Veja que d(3% - 5%) = (2k + 1)(2] + 1) e esses divisores podem ser pareados (d;,d») com

produto did, = 3%5? e satisfazendo d; < d. Sdo ZHIH-1

= 2kl + k + | parzinhos.
Isso é exatamente o numero de triangulos, pois cada triangulo satisfaz c — b = d e

_ P . _ di+d _ dpy—d
c+b =d> que é equivalente a c = “572 e b = 5L,

Concluimos que sédo 2kl + k + | triangulos pitagoricos.

4.8 NUMEROS QUE SAO SOMAS DE DOIS QUADRADOS

Problema 4.28. (A) Escrever 73, 89 e 97 como somas de dois quadrados.

Solucao
Esse niumeros sdo primos da forma 4k + 1 entdo sabemos que é possivel. Para encontrar
as somas de dois quadrados basta testar. Obtemos 73 = 8% +32, 89 = 82 +5% e 97 =
92 442,

Problema 4.29. (A) Escrever 145 e 187 como somas de dois quadrados de duas formas

distintas.

Solucao
Veja que 145 = 5 - 29 = (22 + 12)(5% + 22) e usando as duas fatoracdes possiveis, ad + bc e
ad — b, temos 145 = (2-5+1-2)2+(1-5—-2.22=1224+12e 145 = (2.5—1-2)2 + (1 -
5+2-2)%=8+92,
E impossivel escrever 187 como soma de quadrados, pois 187 = 11-17 e 11 = 3
(mod 4). Se existissem a e b inteiros tais 187 = a*> + b* entdo 11 | a> +b*> = 11 | a e

11 | b = 112 | a® + b* = 187 que é uma contradigéo.

Problema 4.30. (A) De quantas formas distintas pode-se escrever 1001? como soma de

dois quadrados?

Solucéao
Veja que 1001? = 72 - 112 -13% e os primos 7 e 11 sdo 4k + 3. Sabemos do problema
0.74 que se p primo, p = 3 (mod 4) e p | a*> +b*> entdo p | a e p | b. Logo 10012 =
?+b = 132 = (%)2 + (%)2 Podemos as possiveis somas de dois quadrados e
obter {£, 2} = {13,0} ou {12,5} e existem duas maneiras de escrever 1001?> como
soma de quadrados (13 - 77)% + (0 - 77)%> e (12 - 77)> + (5 - 77).
Se for solu¢des em que apenas troca-se a ordem devem ser consideradas diferentes,

entdo teriamos quatro solucdes.



NUMEROS QUE SAO SOMAS DE DOIS QUADRADOS

2

Problema 4.31. (OD Seja p um numero primo tal que a congruéncia ¢ = —2 mod p

possui solugdo. Mostre que existem inteiros a e b tais que p = a* +2b>.

Solucao

Considere os niimeros cx +y para x e y menores que ,/p, ou seja, 0 < x,y < |/p].

Sao (|p| + 1% > p numeros e pelo PCP existem dois parzinhos distintos com mesma
congruéncia médulo p. Sejam (x1, y1) e (x2, y2) essas solugdes. Veja que x1 = xp <=

y1 = Y2 entdo podemos tomar x1 # x e i1 # y2. Veja que
cxi+y1 =cxa+y2 (mod p) = c(x1 —x2) =y2 —y1 (mod p)
Tomando x = |x; —x2| ey = |y2 —y1| temos 0 < x,y < \/p e
v =cx? = —2x* (mod p)

Logo, p | y¥*+2x> e 0 < y?*+2x> < p+2p = 3p. S6 poderia ser p ou 2p. Mas
y?>+2x% = 2p = 2 | y e y = 2z para algum inteiro positivo z implicando 4z* + 2x? =
2p = x*>+2z°=p.

Portanto, se ¢> = —2 (mod p), entdo existem inteiros positivos a e b tais que p

a% + 202,

Problema 4.32. (OI) Demonstre que todo primo da forma 6k + 1 pode se expressar de

forma tinica como x* + 3y?, com x e y inteiros positivos.

Solucao
Se p = 6k + 1, entdo pelo resultado provado no problema 1.41 temos (3°) = (51) - (5)
queél-1=1,se p=12t+1,0u (—1)(—1) =1, se p = 12t + 7. Logo, existe c inteiro tal
que ¢> = —3 (mod p).

Usando os mesmos passos do problema anterior provamos que existem x e y com

0 < x,y < /ptais que p | x> +3y*> < p+3p = 4p. Logo, x* +3y* = p, 2p ou 3p.

Se der p estd resolvido. Se der 2p veja que x e y sdo pares ou ambos impares e
x>+3y2=0+3-00ul+3-1 (mod 4) implicando que 2p = x> +3y> =4 | 2p = 2| p
que ¢ falso, pois p = 6k + 1. Se for 3p temos 3 | x> +3y?> = 3 | x> = 3 | x. Podemos

substiuir x = 3z com z inteiro positivo e obter

3p = (3z)* +3y* = 92° + 3y* = p = y* +32°

Em todos os casos conseguimos escrever p = a + 3b* com a e b inteiros positivos.
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Suponha que existem duas representacdes a* +3b* = ¢ +3d* com 0 < a,b,¢,d < /p.
Temos 4> = —3b* (mod p) e ¢> = —3d? (mod p). Multiplicando cruzado podemos
cancelar o —3 que é primo com p e obter (ad)> = (bc)*> (mod p) e p | ad — bc ou
p|ad+bc. Sep |ad—bcelad—bc|< pentdoad —bc=0 <= { = 4. Como sdo

fracoes irredutivel a =ce b = d.

Se p | ad+bc. Temos 0 < ad+bc < p+p =2p ead+bc=p. Tome o produto
p? = (@ + 3b%)(c* + 3d%) = (ac)* + 9(bd)* + 3((ad)* + (bc)?)
Completando os quadrados temos duas formas de representar p?

p? = (ac +3bd) + 3(ad — bc)?

p? = (ac — 3bd)? + 3(ad + bc)?

Usando esta tltima possibilidade, p? = (ac — 3bd)? + 3p? = 0 = (ac — 3bd)? +2p* > 0.

Chegamos numa contradicdo e podemos afirmar que p { ad + bc.

Dos passos feitos, se p = 6k + 1 é um primo, entdo existem a e b inteiros positivos tais

que p = a® + 3b°.

Problema 4.33. (A) Mostre que os niimeros da forma 4X(8n +7) ndo podem ser escritos

como soma de trés quadrados.

Solucao
Suponha que 45(8n+7) = x2+y?>+2z% Sek > 0, entdo 4 | x> +y?>+z> =0+0+0,0+
0+1,0+1+1oul+1+1 (mod 4), pois se m é impar entdo m?> = 1 (mod 8) e se m
é par m*> = 0 ou 4 (mod 8) que sdo multiplos de 4. Mas a soma s6 d4 zero quando
sdo todos zeros, ou seja, todos os niimeros pares. Dai, podemos traformar a equacdo
em 4 18n+7) = (%)2 + (%)2 + (%)2 Podemos repetir esse processo até chegar em
8n+7=x5+y5+z5. Masx5+y5+z5=0+0+0,0+0+1,040+4,1+1+0,1+1+1,1+
1+4,4+4+0,4+4+1,4+4+40u0+1+4 (mod 8) = x3+y3+23=0,1,4,2,3,6,0,1,4
ou5 (mod 8). Como nenhum é congruente 7 médulo 8 a equacio x5 +y3 +2z35 = 8n+7
ndo tem solucéo e fica provado que 4%(8n + 7) ndo pode ser escrito como soma de trés

quadrados.

Problema 4.34 (Scholz). (T) Prove a seguinte generalizacdo do lema de Thue: Sejam n

um niumero natural positivo e r e s niimeros naturais tais que rs > ncom 1 < r,s < n.
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Entdo, para todo a com (a,n) = 1, a congruéncia ay = £x (mod n) tem solugdo inteira

com<x<red<y<s.

Solucao
Considere todos os possiveis ax+y com 0 < x <r—-1e0 <y <s—1. Sdors
numeros e existem apenas n classes de congruéncia moédulo n. Pelo PCP, se rs > n,
entdo dois pares (x1,y1) e (x, y2) satisfazem ax; +y; = axy +y» (mod n). Se x; = xp,
entdo y; =y (mod n) = y; = y2. Ese y1 = o, entdo ax; = axy (mod n) = x; = x2
(mod n) = x; = xp. Portanto, temos x; # x2 e y; # y». Suponha sem perda de
generalidade que x; > x;. Podemos concluir que a(x; — x2) = y2 — y1 (mod n),
O<x=x1—x<re0<ys=|ys—y1|< s. Assim, podemos concluir que ax = +y

(mod n).

Problema 4.35. (T) Demonstre que todas as solugbes inteiras de x> + yz +22 = 12 estdo

dadas pelas equagbes
x =d(m* — n* — p*+ %), y = dQmn — 2pq),

z=dQmp +2nq), t = d(m* +n* + p* + %),

com d, m,n, p, q inteiros.

Solucao
Usaremos os seguintes lemas.
Lema 1: Se um nuimero pode ser escrito como soma de quadrados de inteiros a% + % € 0
quociente % é um inteiro m, com a e b inteiros e 4> + b*> um primo, entfio m também

¢ a soma de quadrados.

Demonstracdo: Temos

LB (@) <1xai,3b>2+ <m¢5a>2

Ca2+b2 (a2 +b2)2 a? + b? a? + b?

E suficiente provar que aa + Bb ou aa — Bb é multiplo de a® + b2, pois isso ja implicaria
que a outra parcela ¢é inteira. Por congruéncia, 4> = —b* (mod a® + b?) e > = —p?
(mod a? + b?). Multiplicando, a? + b? | (xa)> — (Bb)*> = (xa — Bb)(aa + Bb) e do fato de

a? + b? ser primo segue que um dos fatores é multiplo de a? + b?.
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Lema 2: Se p é um primo 4k + 1 tal que p = a® + b®> com a e b inteiros. Seja m um
inteiro tal que pm = a® + B2, com « e B inteiros. Entdo existe uma representagéo de m

como soma de dois quadrados,

_ (watBb 2 L (amF Ba 2
"=\ a2 + b2
tal que a representacio a? + 82 de pm é obtida das representagdes de p e m por meio

da multiplicacdo e da identidade

(@® + b*)(c* + d*) = (ac + bd)? + (ad — bc)>.

Demonstracgao: pelo lema 1 sabemos que tal representacio existe e fazendo mani-
pulacdes algébricas vemos que, de fato, qualquer representacdo de pm é originada da

representacdo de p multiplicada por uma representacdo de m.

Comecemos supondo que mdc(x, y, z, t) = 1, pois caso seja d > 1 podemos considerar
a quadrupla (%, %, z, 5) Veja também que pelo menos dois dos nimeros x, y e z
precisam ser pares, pois caso contrario t>* = 2 ou 3 (mod 4) que é impossivel. Suponha

que y e z sdo pares. Pelo mdc ser 1 sabemos que x é impar e t € iImpar.

2_p

x2+y2+z <:>y2+22=(t—x)(t+x)

Se existe um primo rcomr» =3 (mod 4)talr |t —xer |t+xentdor | (t —x)+(t+
x) = r | 2t = r | t e analogamente r | x. Além disso, 7 | y> +z>er =3 (mod 4) = r | y
e r | z. Isso é impossivel, pois mdc(x, y,z,t) = 1.

Assim, se r primo, r = 3 (mod 4) e r | y* + z> implica que o expoente de r na fatoragéo
de y? +z? é par e no outro lado esses fatores ndo sdo separados. Se r | t — x entdo
t — x em todos esses fatores r e essa quantidade é par. Concluimos quet —x e t+x
podem ser escritos como somas de dois quadrados. Adicionamos a isso o fato de eles
serem pares e podemos afirmar que existem m, n, p e q tais que t — x = 2(m? + ¢°) e
t+x =2(n?+p?). Issonos levaa x = n> +p> —m?> —g> e t = n® + p?> + m?> + g>. Pelo
lema 2 encontramos também que y = 2mp +2nqg e z = 2mn — 2pq.

Concluimos que todas as solucdes sdo da forma

x =d(m? —n* — p*+¢%), y = dQmn — 2pg),

z=dQmp +2nq), t = d(m*+n® + p* + ¢°),

para alguns inteiros d, m, n, p e q.
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4.9 TRIANGULOS PITAGORICOS COM CATETOS CONSECUTIVOS E A EQUAGAO
DE PELL

Problema 4.36. (A) Observe que 8% — 73 = 132, Mostre que existem infinitos pares de

cubos consecutivos tais que sua diferenca € um quadrado perfeito.

Solucao
Queremos mostrar que a equacdo (x +1)> — x = y? possui infinitas soluges inteiras.

Veja que
(x+1P° - =y <= 3% +3x+1=y* < 3@dx*+4x+1)+1=_y)

— 2y -3Q_x+1)1*=1

Precisamos de infinitas solu¢bes da equacio A2 —3B% = 1 com A par. Veja que B
impar € consequéncia. Podemos usar a solu¢do dada como exeplo 2y =2-13 =26 e
2x+1=2-7+1 = 15. De fato, 26 — 3 - 152 = 1. Tomamos as solucdes Ay + B/3 =
(26 +15v/3)+1. Veja que Ay, é par pois é a soma de termos (*+1)2621~#(B;+/3)! com ¢

par. Cada parcela € par, pois 2k + 1 — ¢t é impar e o expoente de 26 é positivo.

Problema 4.37. (OI) Mostre que a soma de trés quadrados consecutivos ndo pode ser igual

a um quadrado. Pode a soma de cinco quadrados consecutivos ser igual a um quadrado?

Solucao

Podemos escrever a soma de trés quadrados consecutivos como (x — 1)% + x2 + (x + 1)? =
3x%> +2 = 2 (mod 3). Isso ndo pode ser um quadrado, pois todo quadrado perfeito é
congruente 0 ou 1 moédulo 3.

A soma de cinco quadrados consecutivos pode ser escrita como (x — 2)% + (x — 1) +
x4+ (x +1)% + (x +2)? = 5x2 + 10 = 5(x% + 2). Se isso for um quadrado entfio tem uma
quantidade par de fatores 5 implicando que 5 | 5(x% +2) = 5 | x?> + 2. Porém, x> = 0, 1
ou4 (mod 5). Portanto, a soma de 5 quadrados consecutivos ndo pode ser um quadrado

perfeito.

4.10 SOLUCAO FUNDAMENTAL DA EQUAGAO DE PELL

Problema 4.38. (A) Calcule a solugdo fundamental da equagdo de Pell x> — dy? = 1, onde

d=a’? —2ed = a®> — apara a inteiro arbitrdrio.

217
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Solucao
No capitulo 3 determinamos as fracbes continuas de va? —2 e Va2 —a. Como
a2 —2 = [a—1;1,a—2,1,2a — 2] a fracdo continua de Va2 —2 + {\/az — ZJ tem

periodo 4 e basta encontrar a quarta reduzida.

2 _
| 1 _a 1
q I+ =+ @

A solugiio fundamental é (x,y) = (a*> — 1,4).
Como Va2 —a = [a — 1;2,2a — 2] a fracfio continua de /a2 —a + {\/az — aJ tem pe-
riodo 2 e basta encontrar a segunda reduzida.

AP -

A solucdo fundamental é (x,y) = (2a — 1,2).

Problema 4.39. (A) Determine a fragdo continua de v a% +2, e determine para que

valores de a, a equagdo x> — (a® +2)y> = —1 tem solugdo.
Solucao
Primeiro vamos determinar a fracio continua. Temos ag = a*>+2 e a4y = lag| = a.
_ 1  _ 1 _ Va’+2+a _ _ 1 _ 1
Temos ay = —- = N il aa Segue que 4y =aeay = ;- = =

Vi,
Va2+2+a. Vejaqueay, =2ae a3 = \/aTrzlJrufza = \/ﬁia = 1. Logo Va2 +2 = [a;a, 2a].

Podemos observar que a fraciio continua de v/a2 +2 + {\/ az + ZJ tem periodo 2 que é

par. Assim, a equagéo x? — (a? +2)y?> = —1 nlo possui solugdes inteiras.

Problema 4.40. (A) Determine a solugdo fundamental da equagdo x* — 31y? = 1.

Solucao

Em fracdo continua, temos

V31 =[51,1,3,5,3,1,1,10]

O periodo da fracdo continua de /31 + {\/ 31J é oito. Usando a oitava reduzida

[5:1,1,3,5,3,1,1] = L2 A solucfio fundamental é (x, y) = (1520, 273).

Problema 4.41. (A) Determine a solugdo fundamental da equagdo x* — 41y* = —1.

Solucao
Em fracdo continua, temos
V4l =16;2,2,12]
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O periodo da fracdo continua de /41 + {\/ 41J é trés. Como o periodo é impar x“ —

41y* = —1 possui solugdo. A terceira reduzida ” =[6;2,2] = 2 e a solucdo fundamental
é(x,y) = (32,5).

4.11 OUTRAS EQUAGOES DO TIPO x? — Ay? =¢

Problema 4.42. (A) Determine se a equacio x> — 19y? = 21 possui solugdo inteira.

Solucao
Comecamos pela fracdo continua /19 = [4;2,1,3,1,2,8]. O periodo é 6, entdo toma-
mos a sexta reduzida [4;2,1,3,1,2] = 170 . A solucdo fundamental de x> — 19y =1é
(x,y) = (170, 39).
Temos 84 < \/21(170 +39v/19) < 85e 19 < 4/ 21(170;75’9‘/179) < 20. Pela proposic¢éo 4.20

e de x2 > 21 se existe solucdo entdo uma solucio satisfaz 5 < x < 85 e y < 20. Para

cada 1l < y < 20 podemos testar se 19y + 21 é um quadrado. Os valores de 19y? +21 sdo
40,97,192,325,496,705,952,1237,1560, 1921, 2320, 2757, 3232, 3745, 4296, 4885, 5512, 6177, 6880
e 7621. Nenhum deles é um quadrado. Concluimos que a equagdo x> — 19y? = 21 néo

tem solucdo inteira.

Observe que poderiamos concluir esse resultado usando reciprocidade quadrética, pois

se houvesse solugéo terfamos x> = x? — 19y? = 21 = 2 (mod 19), mas (19) —1 pois
19 =3 (mod 8).

Problema 4.43. (A) Determine todos os |c|< 10 tais que x> — 17y? = ¢ possui solugdo

inteira.

Solucéo
Primeiro veja que se tem solugdo, entdo x*> = x> — 17y> = ¢ (mod 17) = (&) = 1.
Vejamos os residuos quadraticos médulo 17 a partir de 02,12,22,32,42,5%,62,7% e 8>
que nos déo, respectivamente, 0,1,4,9, —1,8,2, —2 e —4. Os ¢ que nédo sdo congruentes
a numeros dessa lista ndo possuem solucdo. Os valores de c tais que a equagdo pode ter
solucédo sao —9, -8, —4,-2,-1,0,1,2,4,8 e 9.
Veja que 0 néo é possivel, pois x2 — 17y = 0 < V17 = e /17 é irracional.

Com excecdo de —2 e 2 podemos encontrar solucoes testando. Obtemos assim,
122 -17-3%= -9

32 -17-1>= -8
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82-17.22=—4
42 —-17-1* = -1
332 -17-82=1
66> —17-16> =4
52 -17-1>=8
99> —17.24%> =9

Provaremos que 2 e —2 ndo possuem solucdes. Em fragdes continuas v/17 = [4;8]. O pe-
riodo é 1 que é impar, entfo a solucéo fundamental é x +y+/17 = (4 +/17)? = 33 +8+/17.
Para testar solucdes de x? — 17y? = ¢ com |c|< 9 basta testar x < \/9(33 +8v/17) < 25

ey </ 9(33:787\@ < 6. Particularmente, para 4 e 9 podemos usar solugoes (x,y) = (2,0)
e (x,y) = (3,0), respectivamente. Basta testar 0 < y < 6 se 17y* 42 é um quadrado per-
feito. Os valores de 17y2 sd0 0,17,68,153,272,425 e 612 e adicionando ou subtraindo 2
ndo temos quadrados perfeitos.

Portanto, os valores de ¢ com |c|< 10 tal que x> — 17y? = ¢ possui solugfo inteira s&o
{-9,-8,—4,-1,1,4,8,9}.

Problema 4.44. (A) Usando o fato de que a equagdo x> — 91y = 1 tem como solugdo
fundamental o par (1574,165), mostre que a equagdo 7x> — 13y? = 1 ndo possui solugdes

inteiras.

Solucéao
Se a equagdo 7x? — 13y? = 1 possui solugdo, entdo (7x)* — 91y? = 7 tem solugdo. Se

A% —91B? = 7 tem solugéo, entfo possui solugdo com A < \/ 7(1574 +165v/91) < 149
e B <4/ M < 16. S6 precisamos testar para 0 < B < 15 se 91B? +7 é um

quadrado perfeito.

9102 +7 =7

9112 +7 =98
9122 +7 =371
913%+7 = 826
9142 + 7 = 1463
9152 +7 = 2282

9162 + 7 = 3283
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9172 + 7 = 4466

918% +7 = 5831

9192 +7 = 7378
9110% +7 = 9107
91112 +7 = 11018
91122 +7 = 13111
9113% + 7 = 15386
9114% +7 = 17843
9115% + 7 = 20482

Nenhum dos nimeros é um quadrado perfeito e podemos concluir que 7x% — 13y? = 1
ndo possui solucoes inteiras.

Por reciprocidade quadratica, se A2 — 91B? = 7 tivesse solucfio, entdo A> = 7 (mod 13),
mas (%) = —1 e nflo existe A que satisfaca a congruéncia. Portanto, A2 — 91B? = 7 néo

tem solucdo inteira.

4.12 CONTANDO TRIANGULOS PITAGORICOS COM HIPOTENUSA FIXADA: IN-
TEIROS DE GAUSS

Problema 4.45. (A) Calcule um resto da divisdo de 38 + 65i por 7 — 5i.

Solucéo

Veja que
38+65i _ (38+65i)(7+5i) _ —59+645i _—59 645,
7—5i  (7—5i)(7+5i) 74 74 74

Tomamos como quociente 0s g = a + bi com a e b inteiros mais proximos de _7—29 e %,

respectivamente. Temos g = —1 +9i e o resto da divisdo ¢
r = (38 +65i) — (7 — 5i)(—1 +9i) = (38 + 651) — (38 + 68i) = —3i.

Problema 4.46. (A) Determine mdc(232 + 156i, 371 + 223i).

Solucao

Podemos usar os passos do Algoritmo Estendido da Divisao

371 +223i = (232 + 156i) x 1+ (139 + 67i)

221
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232 +156i = (139 + 67i) x 2 + (—46 + 22i)
139 + 671 = (—46 + 22i) x (—2 — 2i) + (3 + 19i)
—46 +22i = (3+19i) x (1 + 3i) + (8 — 61)
3+19i = (8 —61) X (—1+2i)+(—1—3i)

8 —6i = (—1—3i) x (1+3i)

Concluimos que mdc(232 + 156i,371 + 223i) = 1+ 3i que € equivalente a —1 — 3i a

menos de multiplicacdo por unidade.
Problema 4.47. (A) Use o algarismo estendido da divisdo para determinar as solugbes

x,y € Z[i] de (13 + 10i)x + (7 + 20i)y = 1.

Solucao

Novamente, usaremos os passos do Algoritmo Estendido da Divisao
7+20i = (13+107) x (1+1)+ (4 — 3i)
13+10i=(4—3i) x (1+3i)+i
Observe que i é unidade, entdo mdc(7 + 20i, 13 + 107) = 1 e usando as equacdes
i=(13+100) — (4 — 3i)(1 + 3i)
i =(13+10i) — ((7 +20i) — (13 + 104)(1 + 7))(1 + 3i)
i=(7+20i)(—1—3i)+ (13 +10i)(—1 + 4i)

Para obter 1 basta multiplicar i e os coeficientes por —i. Assim, os x e y desejados
seguem na equacao
1=(7+20i))(—3+1i)+ (13 +10i)(4 + 7).

Problema 4.48. (OA) Determine todas as solugdes inteiras da equagdo x> + y2 =275,

Solucéo
Comecemos observando que z = 0 implica os demais 0. E x = 0 implica (x,y,z) =
(0,22k3,2k?). Analogamente, y = 0 implica (x,y,z) = (2%k3,0,2k?). Podemos agora

supor que todos sdo nédo nulos.

Suponha que existe um primo p primo com p = 3 (mod 4) tal que p | z. Sejac o

expoente de p na fatoragio de z. Temos p>* a maior poténcia de p que divide 2z3. Veja
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que p | x*+y*> = p|xep|y = p*|x*+y> Podemos escrever (3)* + (})* com dois
fatores p a menos. Se c for impar, entdo apos repetir esse processo vdrias vezes sobrara
que p | (xX)*+(/)* e p? 1 (x')? + (y')* que é absurdo. Entdo c tem que ser par e podemos

escrever ¢ = 2k e afirmar que p3* divide x e y.

Se 2 | z, entdo podemos supor que z possui c fatores 2 com ¢ > 1. Assim, 231 | 223,
Sabemos que se 1 é impar, entdo n> = 1 (mod 4). Usando médulo 4 se 22 | x? + y?
entdo 2 | x e 2 | y implicando 2 | x e 2 | y e podemos considerar o nimero ()* + (5)?
que possui 2 fatores 2 a menos. Apds fazer isso varias vezes temos dois casos. Se ¢ é
{mpar, acabamos com todos os fatores 2 e o que sobra é (x')? + (') = (z')® com 2’ impar.
Se c & par, entfio sobra exatamente um fator 2 e (x')? + (z')*> = 2 (mod 4) implicando x’

e y' impares.

Se z ndo possuir mais fatores, entdo a tinica solucéio possivel seria (x, v, z) = (2313, 233, 22k 2),

No outro caso, z’ = 1 implicaria (x')? + (4')? = 1 que daria um deles igual a 0.

Se z possui fatores primos p com p = 1 (mod 4). Veja que x? +y? = 223 <
(x + yi)(x — yi) = 2z°. Suponha que z possui c fatores p e que a e b sdo inteiros tais
que p = a? + b*. Em Z[i] temos p = (a + bi)(a — bi) e em 22> sdo 3c fatores irredutiveis
a +bi e 3¢ fatores irredutiveis a — bi. Veja que a+bi | x +yi <= a—bi | x — yi por
conjugado complexo. Logo, esses 3c fatores sdo pareados para x + yi e x — yi. Existem
inteiros ndo negativos m e n tais que (a + bi)"(a — bi)" | x + yi, (a — bi)"(a + bi)" | x +yi
em+n =3c.

Portanto, todas as solucoes sdo descritas por
(i) Se z tem uma quantidade par de fatores 2.
2%k 2k ks
z=2%I"p;" ... pg
x+yi=2%P T (g +bji)"i(a; — bjiy*i ™
Onde cada p; ¢ um primo congruente a 1 médulo 4 e a7 + b7 = p;.
(i) Se z tem uma quantidade impar de fatores 2.
z =22 2pk ks
x+yi =222 T (aj+ bji)"i(a; — bji)* i~

; : ; 2,12 =
Onde cada p; € um primo congruente a 1 médulo 4 e a7 + b7 = p;.
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Problema 4.49. (OI) Mostre que se p um primo da forma 4k + 1 entdo x> +y? = pz*

possui infinitas solugbes com mdc(x,y) = 1.

Solucao

Considere os nimeros da forma z = p¥. Assim, x? +y? = pz* pode ser reescrito como

(x+yi)(x — yi) = p**!
Como p =1 (mod 4) existem inteiros positivos a e b tais que p = a® +b? = (a + bi)(a — bi).

Podemos tomar como solucdo
X +yi = (a + bi)**!

Usando o conjugado complexo temos x — yi = (a — bi)**! e segue que x e y sdo solugio
da equacao.

Resta estudar o mdc de x e y. Mas se mdc(x, y) =d temos d | x+yied | x — yi em Z][i].
Mas cada um desses niumeros € o produto de termos irredutiveis distintos em Z[i] e,

portanto, mdc(x +yi,x —yi)=1=d =1.

Problema 4.50. (OI) Mostre que a equagdo 25x* + 14xy + 2y?> = z° possui infinitas

solugdes com mdc(x,y) = 1.

Solucao
Considere a equagéo 2y?* + 14xy + 25x> — z° = 0 como equagéo do 2° grau em y. O
discriminante é A = (14x)> — 4 -2 - (25x? — 2°) = 196x% — 200x2 + 82° = —4x? +82° =
4(—x? +2z°). As solugdes sdo

y= —14x £2v—x2+22°  —7x+V—x2+22°

2.2 2

2 2

Queremos que a equacio —x? +2z° = w? <= 2z° = x> +w?. Tome z = p com p

primo e p = 1 (mod 4). Como p = 4k +1 existem a e b inteiros positivos tais que

p = a®+b* = (a+bi)(a — bi). Tome x +wi = (1+i)(a+bi)’. Por conjugado complexo,

2 —7x+w

x —wi = (1 — i)(a — bi)> e sabemos que 2p° = x* + w?. Note que y = =3 ¢ inteiro,

2 + w? é par os dois niimeros possuem a mesma paridade.

pois se x
Resta apenas provar que mdc(x, y) = 1. Se existe um primo q tal que g | x e g | y entdo
q* | 2y> + 14xy +25x> = p° = q | p = q = p. Dessa forma, p | 2y +7x = w. Mas em
Z[i] teremos p | x +wi e p | x — wi. Esses dois niumeros sdo produtos de inteiros de

Gauss irredutiveis diferentes e mdc(x + wi, x — wi) = 1 gerando contradicéo.

Problema 4.51. (A) Encontre todos os tridngulos retdngulos com hipotenusa 330.
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Solucao
Fatoramos 330 em primos 330 = 2! - 3! . 5! . 11!, S importa o expoente do 5 que & 1.
Pelo Teorema 4.37 hd T»(330) = 3(2-1+1) — 1 =1 tridngulo.
De fato, o tnico tridngulo possui lados (198,264, 330). Isso pode ser visto também do
fato 330? = x2 + y? implica 22 | x2 +y? = 2 | x e 2 | y. E para p primo 4k + 3, nesse caso
3ell,sep|x*>+y?entdo p | x e p | y. Resta apenas o 5 que pode ser escrito como

a% + b?> de maneira Unica.

Problema 4.52. (A) Quantos triplas pitagoricas tém hipotenusa igual a 5525?

Solucao
Fatorando 5525 em primos obtemos 5525 = 5% - 13 - 17. Pelo Teorema 4.37 usaremos
todos os expoentes ja que sdo todos primos 4k + 1 e ha T,(5525) = %(2 2+D)(2-1+
1DR2-1+1)— % = 22 triangulos pitagéricos de hipotenusa 5525.

A seguir temos as 22 solucoes listadas com o auxilio de um computador.
2352 + 55207 = 5525% = (235, 5520, 5525)

525% + 55007 = 5525 = (525, 5500, 5525)

6122 + 54912 = 55252 = (612, 5491, 5525)

8452 + 5460% = 5525% = (845, 5460, 5525)
10362 + 54272 = 5525% = (1036, 5427, 5525)
11312 + 54082 = 55252 = (1131, 5408, 5525)
13207 + 5365 = 55252 = (1320, 5365, 5525)
13602 + 5355° = 55252 = (1360, 5355, 5525)
15472 + 53042 = 5525% = (1547, 5304, 5525)
20442 + 5133% = 55252 = (2044, 5133, 5525)
21252 + 5100% = 5525% = (2125, 5100, 5525)
2163? + 50842 = 55252 = (2163, 5084, 5525)
23402 + 50052 = 5525% = (2340, 5005, 5525)
26002 + 4875% = 55252 = (2600, 4875, 5525)
28052 + 4760% = 55252 = (2805, 4760, 5525)

28807 + 4715% = 55252 = (2880, 4715, 5525)
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31242 + 4557% = 55252 = (3124, 4557, 5525)
33152 +4420% = 55252 = (3315, 4420, 5525)
34682 + 43012 = 55252 = (3468, 4301, 5525)
35007 + 4275% = 55252 = (3500, 4275, 5525)
37207 + 4085% = 5525% = (3720, 4085, 5525)

38612 + 39522 = 55252 = (3861, 3952, 5525)

Problema 4.53. (A) Encontre o menor valor para c de tal forma que existam exatamente

28 tridngulos com hipotenusa igual a c.

Solucao
Usando a formula do Teorema 4.37 temos que resolver Tp(c) = 28 <= (a1 +
1)...(2ax +1) = 55 onde «; sdo expoentes dos primos 4k + 1. Se estamos interessados no
menor nimero, entdo ndo usaremos 2 ou primos 4k + 3 ja que sé tornam o numero maior
sem alterar T»(c). Além disso, devemos colocar o maior expoente no 5 que é menor
primo 4k + 1, o segundo menor expoente no 13 que é o segundo menor primo possivel
e assim por diante. SO temos dois casos. O primeiro é 201 +1 =55 <= wa; = 27

5%. O segundo é 2071 +1 = 11 e 200 +1 = 5 que

€ 0 menor numero nesse caso €
nos d4d a; = 5 e ap = 2 implicando o menor nimero possivel 5° - 132, Veja que
5°.13? < 5° - (5%)?> = 5° < 5?7 e 0 menor ntimero possivel vem do segundo caso.

Concluimos que o menor nimero ¢ que é hipotenusa de exatamente 28 tridngulos

retAngulos é ¢ = 5° - 13% = 528125.

4.13 DESCENSO INFINITO DE FERMAT

Problema 4.54. (OI) Seja p um niimero primo e n um inteiro maior do que 1. Usar o

método do descenso infinito para mostrar que \/p é um nitmero irracional.

Solucao
Suponha que \/p seja racional. Entdo existe uma representacdo y/p como fragio
irredutivel 7. Sendo irredutivel temos mdc(a, b) = 1 e essa é a representacdo com o
menor numerador possivel.
Porém, de \/p = § temos pb" = a" = p | a" = p | a, pois p é primo. Entdo a = pag

e pb" = p"all = b" = p"lal = p | b e podemos escrever b = p - by. Isso gera uma
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. o~ :e 4 _ PA _ ag ~ a z 7. . ~
contradicéo, pois = W = b @ fracdo 7 é redutivel e /p possui uma representagéo
com o denominador menor que 4.

Concluimos que \/p ¢ irracional.

Problema 4.55. (OI) Seja p um nimero primo. Mostre que ndo existem inteiros positivos

a, b e c tais que a® + pb® + pc® = 0.

Solucéo

Suponha que existem inteiros positivos (a, b, c) que satisfazem a equacao e considere a
solugdo com a + b + ¢ minimo. Se houver mais de um tripla com soma minimo tome
qualquer um delas.

Vejaque p | 0 =a’+pb® +p?c® = p | a®> = p | a, pois p é primo. Podemos escrever
a = pay e substituindo na equacdo p3a + pb> + p?c® = 0 = b® + pc® + p?a3 = 0. Isso gera
contradicdo, pois a tripla (b, ¢, ag) também satisfaz a equacdoe b+c+ag=b+c+ % <
a+ b+ ¢ contradiz a minimilidade da solugéo.

Portanto, nfio existem inteiros positivos a, b e c tais que a® + pb> + p>c® = 0.

Problema 4.56. (OI) Pode um tridngulo retdngulo com lados inteiros ter drea que seja o

quadrado de um inteiro?

Solucao
Néo existe e provaremos por contradi¢do usando o seguinte lema.

Lema: a equagdo x* = y* + 22

ndo possui solu¢do com x, y e z inteiros positivos. Em
outras palavras, como os expoentes sdo pares se x* = y* + z? para inteiros x, y e z entéio
xyz = 0.

Demonstragdo: Provaremos usando Descenso Infinito de Fermat. Suponha que a

equacdo tem solucdo positiva e tome uma das solucées com o menor x possivel. Se

d = mde(x,y) > 1 entdo (v, y,2)) = (%, 9, %) também seria solugéo e com x' < x.

Entdo d = 1 e a tripla pitagérica (x?,y?, z) é primitiva. Temos dois casos y par e z {mpar

ou y impar e z par.

(i) Se y par. Existem inteiros positivos u e v primos entre si e de paridades distintas

2 2 2 2

tais que y? = 2uv, z = u> — v* e x*> = u? + v2. Da segunda equacfio sabemos que

existem 7 e s tais que 2u = 4r> <= u = 2r? e v = s%. Mas x? = u? + v> também

satisfaz as condicGes de uma tripla pitagorica primitiva e existem t e w primos

2ex =2 +w?. Veja

2

entre e de paridades distintas tais que u = 2tw, v = t* — w
que por u temos tw = 1> = t = ()? e w = (w')?>. Com isso v = t*> — w? se torna

s+ (w')* = (). Veja que t' < t < x gerando contradicio na minimplidade da
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solucdo com x.

(ii) Se y impar. Novamente, existem u e v inteiros positivos primos entre si de pa-

ridades distintas para a tripla pitagérica, mas dessa vez y> = u> — v?, z = 2uv e

2 = 4?2 + 0%, Mas isso nos leva a (xy)> = W2 +0?)(u? — v} = u —v* < ut=

2

X==Uu

4

o* + (xy)?. Veja que u? < u?+9? = x> = u < x e novamente chegamos numa

solucdo menor que a minima.

4 2

Ap6s os dois casos, concluimos que a equaciio x* = y* +z2 nfio tem solucio

positiva.

Voltando ao problema. Suponha que existe um triangulo retangulo com lados inteiros
cuja area é um quadrado perfeito. Por triplas pitagéricas os lados desse triangulo sdao
(a,b,c) = (d2mn, d(m? — n?), d(m?* + n?)) com c* = a> + b*> e mdc(m, n) = 1. Se a 4rea é
um quadrado perfeito podemos escrevé-la como k? e calcular esse mesmo valor usando

os catetos.
_ d2mn - d(m?* — n?)

2
Temos d? | k> = d | k. Temos k = dkg para algum inteiro positivo kg e

k2

— k* = d>mn(m® — n?)

k3 = mn(m* — n®)

Veja que mdc(m, n) = 1 = mdc(m? — n?, m) = mdc(m? — n?,n) = 1. Se esse produto de
trés fatores dois a dois primos entre si é um quadrado perfeito entdo existem inteiros

positivos x, y e z tais que

mzxz,nzyzemz—nzzzz

Substituindo chegamos em x* = y* + z2. Pelo lema, essa equacfio nfo possui solucio

inteira positiva. Dessa forma, a suposicao estava errada e esse tridngulo néo existe.

Problema 4.57. (OI) Mostre que a equagdo x>+ y* +z> = x?y? ndo possui solugbes

inteiras positivas.

Solucao
Manipulando a equagéo temos

zz+1:xzyz—xz—y2+1:(xz—l)(yz—l)

Se x =1ouy =1, entdo z2 + 1 = 0 que ndo tem solugdo. Suponha daqui para frente

que x,y > 2.
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Se x é par, entdo x2 — 1 = 3 (mod 4) e existem um primo p da forma 4k + 3 que divide
z2 +1. Isso é um absurdo, pois se p primo com p = 3 (mod 4) divide a soma de
quadrados entdo tem que dividir cada quadrado implicando que p dividiria 1.

Se x impar, entfo x> — 1 = 0 (mod 4) implicando 4 | z2+1 e z> = 3 (mod 4). Isso é
impossivel, pois todo quadrado perfeito é congruente a 0 ou 1 mdédulo 4.

Por meio desses dois casos podemos concluir que a equacfio x> +y? +z% = x*y? néo

possui solucOes inteiras positivas.

Problema 4.58. (OI) Mostre que ndo existem inteiros ndo nulos x,y, z, w tais que cum-

W24y =22

prem o sistema de equagoes
2

x> —y’=w

Solucao
Suponha que esses inteiros existem. Como as equagdes usam expoentes pares podemos
supor x,y,z,w > 0. Multiplicando as duas equagdes z>w? = (x> + y?)(x? — y?)
x* = y* + (zw)?. Isso implica que (x, y, zw) é solucio da equacio diofantina A* = B* + C2.
Pelo lema provado na resolucdo do problema 4.56, essa equacdo ndo possui solucao
positiva. Entdo o sistema de equagdes ndo possui solugdo com x, y, z e w inteiros ndo

nulos.

Problema 4.59. (A) Mostre usando o método do descenso infinito que a equagdo x* + y* =

222 ndo tem solugbes ndo triviais.

Solucao

Suponha que a equacao possui solucao. Usando manipulacoes algébricas adequadas

4 <x4+y4>2 x8+2x4y4+y8 x8—2x4y4+y8+4x4y4
“=\ - 4 - 4

2

Ja usamos o Descenso Infinito de Fermat para provar no problema 4.56 que a equacédo

— 7t - (xy)4 = <x4—y4>2

A* = B* + C? s6 admite solu¢do com ABC = 0. Pode ser z = 0 que implica x = y = 0.

Pode ser xy = 0 que implica um deles igual a zero. Supondo que seja y, temos x* = 222

. N g2 e e 4y
que s6 tem solugéo com x =z = 0, pois - = V/2 e este ultimo é irracional. Se % 5= =0
entdo x = +y e 2x* = 2z implicando z = +-x2.
Concluimos que as tnicas solucdes sfio as triviais (x, , z) = (0,0,0) e (x,y, z) = (k, -k, +k?)

para todo k inteiro.
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Problema 4.60. (A) Sejam a e b inteiros positivos tais que ab divide a* + b + 2. Mostre
a2+b2+2 _
que — ;= =4.
Solucéao
Se ab divide a? + b? + 2, entfio existe um inteiro positivo k tal que a> + b> +2 = kab <=
a? — (kb)a + (b* +2) = 0. Esta é uma equacfo do segundo grau em a. Suponha que temos
uma solucéo (a,b) com a > b. Isso significa que a equacdo x> — (kb)x + (b*> +2) = 0
possui uma solugéo 4 inteira. Chamando de 4’ a outra solugéo temos a + a’ =kb <=

a' = kb —a, o numero a’ é inteiro, e a-a’ = b?>+2 <— o —b+2

< b+ b Veja que
b?>+2 > 0ea > 0 implicam a’ positivo.

Assim, para b > 2 podemos reduzir uma solucéo (a, b) para outra (b, a’) com a’ < b. De
qualquer solucdo podemos encontrar uma solucdo com b < 2 e 0 mesmo k.

Para b = 1 temos k = 2 *3

implicando a | 3 e a =1 ou a = 3. Entdo as possibilidades sdo
k=12 =40uk= 3+3 = 4.

Para b =2temos k = % +6 temos 2 | a e a | 6 implicando 2 = 2 ou a = 6. As possibilidades
2
sdo % =3e 52 = % Esses numeros ndo sdo inteiros e podemos concluir que

nenhuma solucéo é reduzida para b = 2.

a+b +2

Logo, se ab | a> + b* + 2, ento podemos reduzir (a, b) até uma solucdo com um

dos termos igual a 2 mantendo o mesmo k. Assim, podemos concluir que k = 4.

Problema 4.61 (IMO1988). (OA) Sejam a e b inteiros positivos tais que ab + 1 divide

a2+ b?

ab+1

a? + b2. Mostre que o niimero ¢ um quadrado perfeito.

Solucao
a> +b?

Suponha que existem a e b inteiros positivos tais que o nimero ¢ um inteiro

a
k > 2 que nfio é um quadrado perfeito. Se a = b entfo a> +1 | 2a% e mdc(a +1,a%) = 1.

Dessa forma, a®>+1 | 2,a=1ek = 1{2}1 =1 que é um quadrado perfeito. De agora

em diante consideramos os casos em que sdo distintos e suponhamos sem perda de
generalidade que a > b.
Tome a solucdo (a, b) tal que o méximo dos dois niimeros é o menor possivel. Considere

a equacao do segundo grau
x? — (kb)x+ (> —k)=0

Uma das raizes é o a da solucdo. A outra é a’. Sabemos que 4’ é inteiro, pois a’ = kb — a.
O produto das raizes é b> — k. Se a’ < 0 entfo kb < a e b> — k = aa’ < —a. Resulta que

k > a+b*> > a > kb. Mas isso é uma contradicdo. Se a’ = 0 entfo b*> — k = 0 e k seria

Pk o PP-1

: / . ! _
quadrado perfeito. Resta o caso a’ > 0. Dai, a' = = < 55

= b — 1. Dessa forma,
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de uma solucéo (a, b) podemos gerar outra (b, a’) menor. Isso gera uma contradi¢do na

hipdtese de que ha solugdes k ndo quadrados.

, 202 e A .
Concluimos que se k = ”;btrbl é inteiro entdo é um quadrado perfeito.

Problema 4.62. (OA) Seja k um nuimero inteiro distinto de 1 e 3. Mostre que a equag¢do

x? +y? + z2 = kxyz ndo possui solugdes inteiras positivas.

Solucao

Comecemos fazendo o caso k > 3. Se x = y entdo 2x? + z> = kx?z implica x?(kz — 2) = 22
e x? | 22 = x | z. Existe zo tal que z = xzg entdo 2 + z3 = kxzp = zo | 2. Se zp = 1 entdo
3=kxek=1o0u3. Sezy=2entdo 6 = 2kx <= kx =3 ek =1 ou 3. Daqui para
frente os numeros sdo distintos dois a dois.

Considere a solugdo positiva (a, b, ¢) tal que o maximo dos trés é minimo. Suponha sem
perda de generalidade a > b > ¢ > 1. Veja que a® + b*> + ¢> = kabc <= a® — (kbc)a +
(b + c?) = 0. Isto quer dizer que a equacio do segundo grau x> — (kbc)x + b* +c? = 0

tem a como uma de suas raizes. Seja a’ a outra raiz. Veja que a’ = kbc — a é inteiro e
_ PP+
T a

do segundo grau f(x) = x> — (kbc)x + b + c2. Veja que de ¢ < b e k > 4 temos

a’ é positivo. A tripla (a’, b, c) também € solucio da equagio. Considere a fungio

f(b) = b* — kb*c + b* + > = 3b*> — kb*c = 3 — ke)b* < 0

Implicando que b esta entre as duas raizes. Logo 4’ < b < a e obtivemos uma tripla
(@’,b,c) em que o maximo dos trés menor que o menor maximo dos trés possivel. Isso
gera contradicdo, entdo podemos afirmar que nédo tem solucao para k > 3.

Se k = 2. Suponha que a equagdo x? +y? +z?> = 2xyz tem solucfio positiva. Se os

2 impar e nfo hd solucio. Suponha sem perda de

2

trés forem impares temos x> + 2 + z
generalidade que x é par, entdo x = 2x( implica 4x3 + y* + z* = 4xgyz. Temos 4 | y* + z
e, por congruéncia médulo 4, 2 | y e 2 | z. Mas fazendo y = 2y, e z = 2z( teremos
X2 +y?+22 = 2xyz <= x%+y}+25 = 4xoyozo. Mas essa seria uma equagdo com k > 3
que ja resolvemos.

Podemos conluir que a equagio x? +y? + z% = kxyz néio tem solucfio para k # 1 e k # 3.

Problema 4.63. (A) Determine todas as solucdes inteiras de x* — 2y2 =—1.

Solucao

Seja (x,y) uma solugdo da equacio. Isolando y? e elevando ao quadrado

LRS! 2_x8—2x4+1+4x4
Y\ ) T 4
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4_1 2
3/4=<x2 )+x4

Entdo (A, B,C) = (x,y, x4{ 1y ¢ solucdo da equacdo A* = B* + C2. Pelo lema provado

na resolucao do problema 4.56 que as solucdes dessa equacio satisfazem ABC = 0.

Se x = 0 entdo a equacdo se torna —2y? = —1 que nfo tem solugfo. Se y = 0 entfo

4 _ x-1
2

a equacao se torna x* = —1 que também néo tem solucdo. Se =0entdox=1e

temos as unicas solugdes (x,y) = (£1, £1).



CONSIDERACOES FINAIS

Sobre o livro Tépicos de Teoria dos Ntumeros da colecio do PROFMAT, ele é uma boa
referéncia em portugués na drea de Teoria dos Numeros, uma vez que possui muitos
problemas em nivel de olimpiada e nivel de pesquisa. Embora existam alguns erros
no texto e nos problemas propostos, isso ndo diminui a importancia desse livro para o
aprendizado deste assunto tdo desafiador. Esperamos que este trabalho possa auxiliar

nesse aprendizado.

Reunir e escrever essas solucoes e classificar os problemas foi um processo longo e
dificil, mas também enriquecedor e gratificante. Havia muitos problemas conhecidos,
mas havia também muitos que o autor desconhecia e que o fizeram crescer como
professor de matematica. Por isso, esperamos que este trabalho mesmo estudado a
parte do livro Tépicos de Teoria dos Numeros também contribua positivamente na

formacdo de alunos e professores.

Se torna claro que um material como este pode ajudar muitos leitores a se desenvol-
verem em Teoria dos Numeros e como resolvedores de problemas de matematica. Nesse
sentido, existem varias possibilidades para trabalhos futuros. Seguindo em Teoria dos
Numeros, poderiam ser feitas outras coletaneas de problemas considerando problemas
mais recentes das olimpiadas nacionais e internacionais de matematica. Inclusive é
possivel relacionar muitos problemas recentes com problemas deste trabalho. Saindo
de Teoria dos Ntmeros, poderiam ser feitas coletdneas de Algebra, Combinatéria ou
Geometria. Embora existam mais materiais dessas dreas por conta de vestibulares, ainda
h4 muito espaco para materiais voltados para resoluciao de problemas de olimpiada de

matematica.
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